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Resumé

Rapporten omhandler teorien for opbygningen af et plant rammeprogram baseret pa el-
ementmetoden. Teorien opstilles primaert udfra bjeelkens differentialligning, men i nogle
afsnit benyttes arbejdsprincipper.

For det statiske tilfaelde opstilles elementmetodeligningerne fgrst for et system udelukkende
med knudelast, og herefter opstilles de korrektioner, der muligggr hensyntagen til lokallast.

Elementmetoden kan generelt karakteriseres som en tilnzermelsesmetode, men dette forhold
fremgar normalt ikke ved statiske lgsninger. I notatet er tilneermelsesaspektet introduc-
eret via opstilling af stivhedsmatricen for bjaelkeelementer, hvor tvaersnittet varierer langs
bjeelkeaksen. I den forbindelse gennemgas bjeelkeelementernes formfunktioner detaljeret,
og valget mellem eksakte eller tilnzermede formfunktioner diskuteres.

Der opstilles elementmetodeligninger til beregning af den klassiske stabilitetslast for en
plan ramme. Udledelsen baseres pa tilnzermede formfunktioner, og elementmetodeprob-
lemet udledes som et linezert egenveerdiproblem. Pa grund af de tilnaermede formfunk-
tioner influerer elementinddelingen pa ngjagtigheden, og dette forhold diskuteres ud fra
eksempler.

I notatet gennemgas kort hvordan kommercielle elementprogrammer virker, og som eksem-
pel er valgt Pafec, idet dette system er installeret pa DTH-B.



Forord

Foreleesningsnotatet er skrevet til brug i kurset Bjalker & Rammer.

Formalet med notatet er at bibringe de studerende en grundlaeggende forstaelse for element-
metoden. Metoden er sggt fremstillet bade som en systematisk formulering og videreud-
vikling af den traditionelle deformationsmetode til brug ved handregning, og som et veerkto]
til udvikling af beregningsmetoder for egentlige 2- eller 3-dimensionale legemer som f.eks.
skiver og plader.

Notatet omhandler kun plane rammer, og der gennemgas bade den statiske lgsning og
beregning af den klassiske stabilitetslast. Ved beregning af stabilitetslasten benyttes til-
nermede formfunktioner, og dette forhold bruges til generelt at diskutere valg af ele-
mentinddeling, som har stor betydning ved anvendelse i f.eks. skive- og pladeproblemer.
Tilnzermelsesaspektet er yderligere forsggt trukket frem gennem udledelsen af stivhedsma-
tricen for et bjalkeelement, hvor tveersnittet varierer langs bjaelkeaksen.

Traditionelt har tekster om elementmetoden for bjaelkekonstruktioner gaet let henover
tilneermelsesaspektet, og dette vanskeliggor - efter forfatterens mening - forstaelsen af de
generelle metoder/principper, der bruges senere ved elementmetode formuleringer af f.eks.
skive- eller pladeproblemer.

I notatet er der tilstraebt en opbygning af lgsningen i trin, saledes at hvert afsnit i prin-
cippet kun indeholder et enkelt problem. Dette svarer godt til den made, man opbygger
generelle elementmetodeprogrammer pa. De studerende skulle derved fa indtryk af, at ele-
mentmetoden er et slags aeskesystem, hvor de enkelte opgaver ("aesker") er veldefinerede og
har en klar afgreensning til de gvrige. Alternativt kunne man give en mere generel formuler-
ing, men med baggrund i samtaler/diskussioner med mange studerende/projektstuderende
igennem flere ar er det forfatterens indtryk, at generelle formuleringer oftest forst forstas
efter mere "ydmyge'"specialtilfaelde er afklaret, og fejlopfattelser naesten altid kan henfgres
til en forkert opfattelse af en af de basale ideer.

Lyngby, Oktober 1990

Lars Damkilde

Forord 2. udgave

Andringerne i denne udgave bestar udover almindelige rettelser af en @endring af edb-
eksemplerne samt en stor forbedring af figurernes tegningsmaessige kvaliteter. Sidstnaevnte
havde ikke veeret mulig uden Norma Hornung’s assistance.

Lyngby, September 1999

Lars Damkilde
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Symbolliste

Nedenfor er angivet de veesentligste symboler.

K

2R mowe =

Drejning af bjeelkeelement i forhold til X-akse
Angiver virtuelle stgrrelser

Generaliserede tgjninger (e, k)
Normaltgjningen

Krumningstgjningen

Lastparameter

Kritisk lastparameter

Generaliserede spaendinger (N, M)

Drejning af bjaelketvaersnit

Drejning i knude 1 (startknude)

Drejning i knude 2 (slutknude)

Parameter til beskrivelse af postbucklingtilstanden
Parameter til beskrivelse af postbucklingtilstanden
Elementets stivhedsmatrix

Elementets geometriske stivhedsmatrix
Laengde af bjeelkeelement

Lokal elementlast

Elementets knudekraefter. Lokalt koordinatsystem
Dimensionslgs parameter langs bjalkeakse [0;1]
Generaliserede flytninger (u, w)

Aksialflytning

Aksialflytning i knude 1 (startknude)
Aksialflytning i knude 2 (slutknude)
Elementets flytningsovertallige

Tveaerflytning

Tveerflytning i knude 1 (startknude)
Tveerflytning i knude 2 (slutknude)

Koordinat langs bjselkeakse

1 gang afledet m.h.t. x

2 gange afledet m.h.t. x

Topologimatrix for element

Tvaersnitsareal

Tgjningsinterpolationsmatrice. (e = Bv)
Konstitutive lov. (o = De)

Young’s modulus

Inertimoment

Systemets stivhedsmatrix

Systemets geometriske stivhedsmatrix

Moment

v



N Flytningsinterpolationsmatrice. (u = Nv)
N  Normalkraft
R Systemets knudekraefter
Tynude Transformationsmatrix for knude
Telem Transformationsmatrix for element
V  Systemets overtallige
X, Y Koordinater i globalt koordinatsystem



Kapitel 1

Introduktion

1.1 Baggrund og Formél

I forbindelse med praktiske konstruktionsberegninger af rammekonstruktioner vil man
nesten altid udfgre snitkraftbestemmelsen med et feerdigt edb-program. Resultatet af
beregningen vil udover snitkraefterne normalt ogsa give flytningerne, og pa basis af dette kan
man foretage en dimensionering af konstruktionen enten ved handberegninger eller v.h.a.
et andet edb-program, der maske endda direkte kan modtage resultaterne fra snitkraft-
beregningen.

Brugeren af sadanne programmer skal definere konstruktionens geometri, understgtnings-
forhold, tveersnit, materialer og belastninger i en bestemt syntaks aftheengigt af programmet.
Mange programmer er udstyret med grafiske hjelpevaerktgjer, der gor det muligt at checke
beregningsresultaterne hurtigt og sikkert, og man kan f.eks. fa udtegnet konstruktionsge-
ometrien og flytningerne for forskellige lastkombinationer.

Man kan veelge 2 metoder, nar man gnsker at tilegne sig viden om edb-orienterede beregn-
ingsmetoder. Den forste, der - i hvert fald pa kort sigt - er langt den nemmeste, forudsaetter
at den teori, som beregningsprogrammet baserer sig pa, ikke er strengt ngdvendig for bru-
gen af programmet, og man derfor blot skal laere inddatasyntaksen og en vis forstaelse af
uddata. Den anden - og mere tidskraevende - fordrer, at brugeren far en introduktion til de
bagvedliggende metoder, og herved skulle man fa f.eks. en bedre forstaelse for forudsaet-
ninger, krav til inddata og troveerdigheden af resultaterne.

Notatet forsgger at give teorien for edb-orienterede bjaelkeberegninger pa en form som ligger
teet opad deformationsmetoden opstillet som handregningsmetode. I fremstillingen baserer
vi 0s pa elementmetoden, som er en meget generel og udbredt numerisk beregningsmetode.
I fagsprog omtales metoden ogsa som FEM (Finite Element Method) eller lidt fordansket
(og lidt gammeldags) de endelige elementers metode.

Tidligere blev der ofte skelnet mellem deformationsmetoden og elementmetoden, men for-
fatteren opfatter denne skelnen som ungdvendig og i nogen grad forvirrende. Man kan, som
vi senere vil vise, opfatte deformationsmetoden som et specialtilfaelde af elementmetoden.
Arsagen til opdelingen er, at ved bjelkekonstruktioner - i modsaetning til f.eks. skive- og
pladekonstruktioner - kan dele af beregningerne opstilles direkte, medens de ellers kraever



en egentlig udregning. Dette har dog kun interesse for beregningsomkostningerne og pro-
grammeringsomfanget, og er dermed uinteressant for en forstaelse af metodegrundlaget.

En god indlevelse i elementmetodeprincippet vil sikre en god forstaelse af teorigrundlaget
for kommercielt tilgeengelige bjeelkeprogrammer, da de alle i en eller anden form kan op-
fattes som baseret pa elementmetoden.

Der er tilstraebt en generel fremstillingsform som muligggr en bedre forstaelse for element-
metoden anvendt pa andre omrader som f.eks. skive- og pladeberegninger. Udledelsen kan
sine steder ggres vaesentligt nemmere, idet man kan benytte resultater direkte fra de-
formationsmetoden. Fordelen ved den mere systematiserede fremgangsmade er bl.a., at
metoderne lettere kan udvides til ogsa at omfatte f.eks. ikke-lineser materiale-opforsel
og geometriske ikke-lineariteter. For naerveerende behandles dog kun geometriske ikke-
lineariteter i form af bestemmelse af den klassiske kritiske last.

Elementmetoden kan generelt beskrives som en tilnzermelsesmetode til lgsning af en lang
rackke forskellige problemtyper primaert indenfor fysiske omrader. Grundideen er at opdele
legemet i et antal mindre, standardiserede elementer, og udfra en tilnsermet beskrivelse af
de enkelte elementer at sammensatte det samlede systems opfgrsel. Tilnsermelsesaspektet
bliver normalt behandlet noget stedmoderagtigt i tekster om bjalkeberegninger, idet man
for det typiske statiske bjalkeproblem altid far den eksakte lgsning under hensyntagen til
regnengjagtigheden. T dette notat er der forsggt en mere systematisk diskussion igennem
eksempler, hvor elementmetoden ikke giver den eksakte lgsning. For det statiske tilfaelde
undersgges bjalkeelementer med ikke-konstant tvaersnit, og ved stabilitetsbestemmelsen
benyttes tilnaermede formfunktioner. Igennem eksemplerne diskuteres betydningen af den
valgte elementinddeling, og dette skulle ggre sammenhangen med elementmetoden for
andre typer konstruktioner mere klar.

I takt med en stigende udnyttelse af materialer kan man forvente stgrre krav til beregn-
ingsmodeller, og herved forventes elementmetoden at fa en endnu mere central placering
i moderne konstruktionsberegning. Nedenfor er kort resumeret nogle af de punkter, hvor
en god forstaelse af elementmetoden vil vise sig fordelagtig fremfor en mere overfladisk
indleering af et tilfeeldigt programs tilfaeldige inddatasyntaks.

e Forstaelse af teoriens forudsatninger og begraensninger. F.eks. om programmet kun
regner linezrt eller kan medtage materialemeessige ikke-lineariteter.

e Forstaelse for betydningen af elementinddelingen ved f.eks. stabilitetsberegninger.

e En bedre forstaelse af de ngdvendige inddata for herved nemmere at kunne huske og
forsta en manuals forklaringer.

e Bedre til at opbygge beregningsmodeller, hvor man ikke umiddelbart kan anvende
en standardmetode. Har betydning ved f.eks. specielle samlinger mellem bjalkeele-
menter.

e Bedre i stand til at fglge udviklingen indenfor nye beregningsmetoder. F.eks. for-
ventes stabilitetsberegninger fremover i hgjere grad at tage mere direkte hensyn til
geometriske imperfektioner.



1.2 Edb-beregninger contra handberegninger

Nar man gnsker at overfgre en handregningsmetode til edb, er det sjaldent fordelagtigt
blot at programmere handberegningens enkelte trin. Normalt er det bedre at 1gse opgaverne
pa en anden og ofte mere generel made. Nedenfor er angivet en raekke punkter, hvor edb-
beregninger adskiller sig fra handberegninger.

e beregningsomfanget er af underordnet betydning.
e specialtilfeelde er meget besveerlige at programmere.
e edb-metoder eliminerer mere trivielle fejl som fortegnsfejl, regnefejl mm.

e edb-metoder tvinger ikke brugeren til at overveje resultaternes palidelighed.

Nar man betragter deformationsmetoden i handregningsversionen, noterer man fgrst at
beregningsomfanget er beskedent malt med en datamats kapacitet. Et andet karakteristisk
treek er, at valget af overtallige er komplekst, idet man forsgger at vaelge sa fa som muligt, og
valget afthaenger af hele konstruktionens statiske virkemade. Umiddelbart er dette vanskeligt
at forestille sig omsat til edb, idet det er sveert at formulere en systematisk fremgangsmade,
der samtidigt sikrer, at antallet af overtallige ggres sa lille som muligt. Flytningsbeskriv-
elsen af konstruktionen vil ogsa veere svaer at omsaette til edb, idet sammenhangen mellem
konstruktionsgeometri, overtallige og understgtninger vil kraeve et stort antal specialtil-
faelde. Samlet kan man sige, at deformationsmetoden umiddelbart er vanskelig at omsatte
til edb, fordi den krzever en god indlevelse i konstruktionens virkemade. I de fglgende faser
ma vi altsa overveje alternativer, der kan udvikles mere systematisk.

1.3 Principielle forskelle mellem elementmetoden og de-
formationsmetoden

Udgangspunktet i deformationsmetoden opstillet som handregningsmetode er at vealge ne-
top det antal geometriske overtallige, der beskriver konstruktionens flytninger. Af hensyn
til handregningernes omfang er det af stor betydning, at man ikke medtager overtallige,
der kan udtrykkes ved andre overtallige. Det er ikke pa nogen made forkert at medtage
for mange overtallige, men regnearbejdet kan blive noget stgrre. For at begranse regneom-
fanget vil man normalt forudsaette, at deformationer fra normalkrafter er sma sammen-
lignet med deformationer fra bgjning.

I figur 1.1 betragter vi en konstruktion, hvor det med de angivne understgtningsbetingelser
netop er tilstraekkeligt at veelge 1 overtallig nemlig drejningen i punkt B. Drejningerne i
de gvrige punkter A, C og D kan bestemmes udfra drejningen i B og eventuelle lokale
belastninger. Punktet B vil hverken fa vandrette eller lodrette flytninger, idet vi forudsaetter
forsvindende normalkraftdeformationer. Dette er udfra et teoretisk synspunkt forkert, men
for seedvanlige rammekonstruktioner er det en fuldt tilstraekkelig beskrivelse. En vandret
rullebane i enten A eller C vil ikke sendre pa nogen af de ovennavnte bemerkninger,



Fig. 1.1: Deformationsmetode eksempel

medens en vandret rullebane i bade A og C vil kraeve, at der medtages en ekstra overtallig
i form af den vandrette flytning af B.

Ovennavnte simple eksempel illustrerer vanskeligheden ved at velge overtallige pa en sys-
tematisk made, idet vi sa, at antallet af overtallige i punkt B ikke alene athang af under-
stgtningsbetingelserne i andre punkter, men ogsa af deres indbyrdes forhold. Alle med blot
et minimalt kendskab til programmering vil forsta, at programmering af en sadan metode
vil kraeve en meget kompliceret programopbygning. Et af de grundliggende problemer er,
at normalkraftdeformationer udelades, og at man derfor i nogen tilfaelde skal medtage de-
formationer andre gange ikke. I tilfaelde hvor konstruktionen indeholder elementer, der ikke
skaerer hinanden under rette vinkler, bliver dette mere udtalt, og det kan her vaere ganske
vanskeligt at vaelge de korrekte frihedsgrader.

Grundprincippet i elementmetoden er mere enkelt, idet man valger at beskrive konstruk-
tionen med alle de mulige overtallige. Det vil sige lodret og vandret flytning samt drejning
i alle de punkter (knuder), hvor der sker sendringer i form af knzek i geometrien, sendringer
i tveersnitskonstanter eller understgtninger.

I
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Fig. 1.2: Elementmetode eksempel



I figur 1.2 har vi optegnet konstruktionen med de ialt 12 overtallige. Notationsmaessigt
beskrives drejningen af knuderne med et andet symbol, men det er kun af hensyn til de
senere kapitler. Umiddelbart kan man via understgtningsbetingelserne udelade 6 af disse,
men den resterende opgave vil alligevel som handregningsopgave vaere nasten uoverskuelig.

Fordelen ved elementmetoden er for det fgrste, at udvaelgelsen af de overtallige er meget
simpel. I forrige afsnit blev algoritmen formuleret i fa linier, og det er ret nemt at program-
mere. Yderligere ses, at man kan programmere deformationsmetoden direkte ved at opstille
Z,f; og Z} med enkle algoritmer. Bidragene til koefficienterne kan fas ved at gennemlgbe alle
knuder med overtallige, og for hver knude udregne delbidrag fra de tilhgrende elementer.
Algoritmen har en lokal karakter, idet man betragter en knude og de tilhgrende elementer,
og dette har store beregningsmaessige fordele. En edb-orienteret beregningsmetode baseret
pa kraftmetoden ville vaere ineffektiv, idet man ville fa algoritmer med en global karakter,
nar flytningsbidrag skulle integreres op over hele konstruktionen.

I de folgende kapitler vil vi anvende en anden fremgangsmade end handregningsmetoden,
men vi har allerede introduceret 2 vigtige begreber: Knuder og Elementer.

Knuder er punkter, hvortil der er tilknyttet overtallige. For plane bjaelker er det lodret og
vandret flytning samt en drejning, men for andre typer konstruktioner kan der veere tale
om andre flytningskomposanter eller afledede heraf.

Elementerne beskriver konstruktionens materielle forhold, og angiver hvorledes knuderne
er forbundet. Et plant bjaelkeelement vil ga fra en knude til en anden. Tvaersnitsinforma-
tionerne vil vaere tilknyttet de enkelte elementer, og man vil normalt betragte elementer
med konstante tveersnit. I kapitel 4 vil vi dog se pa tilfaelde med varierende tvaersnitskon-
stanter. Andre elementtyper som skive- og plade-elementer vil have flere knuder tilknyttet
(typisk fra 3 til 8), idet man her skal beskrive en trekant- eller firkant.

1.4 Valg af metode

I det forrige afsnit er deformationsmetoden som handregningsmetode sammenlignet med
elementmetoden, men det betyder pa ingen made, at de gensidigt udelukker hinanden.
Langt hovedparten af konstruktionsberegninger udfgres i dag pa edb, men ansvaret for
vurdering af resultaterne pahviler stadigt konstruktionsingenigren. I kontrolfasen har man
ofte stort udbytte af at opstille forenklede modeller med ganske fa frihedsgrader, og her
kan man ofte med fordel anvende en forenklet handregningsmetode.

Ved programudvikling er det vigtigt at kunne opstille simple test, som programmet skal
kunne lIgse, og her er kendskab til deformationsmetoden uvurderlig. Testeksemplerne kan
ogsa benyttes, nar man skal bruge et nyt program eller undersgge en ny facilitet i et
eksisterende program.

Deformationsmetodeprincippet kan betragtes som et mere fundamentalt beregningsprincip,
og det benyttes ved beregning af samspillet mellem forskellige delkonstruktioner i store
komplekse konstruktioner. Deformationsmetodeprincippet er at fastholde konstruktionen
i et begraenset antal punkter, og derefter successivt at friggre de enkelte frihedsgrader og
beregne fastholdelseskraefterne i de gvrige. Man beregner stivhedsforholdene for de enkelte
delkonstruktioner, og lgser det samlede problem med et mindre antal frihedsgrader.



Handregningsmetoder har endvidere den fordel, at de mere direkte kan isolere enkelte
parametres indflydelse. Herved kan man nemmere udfgre parameterstudier, hvor man ved
anvendelse af et edb-program er henvist til at kore et stort antal tilfeelde, og udfra resul-
taterne opstille en eller anden form for kurvetilpasning.

Samlet kan man sige, at anvendelse af edb betyder mindre krav til regnehastighed og reg-
nefzerdigheder, men til gengzeld kraeves en mere tilbundsgaende forstéaelse af metoder /for-
udsaetninger, idet man dimensionere taettere pa graenserne end tidligere.



Kapitel 2

Elementmetoden for rammer uden
lokallast

I dette kapitel vil vi forudsaette, at det plane bjalkesystem ikke er pavirket af belastninger
langs elementet i form af koncentrerede eller fordelte laste. Vi vil alene betragte tilfaelde
med knudelaste, og dette vil danne grundlag for den senere udvidelse under hensyntagen
til elementlast.

Endvidere forudsaettes, at rammen er opbygget af rette, linesert elastiske elementer med
konstante tveersnit. I kapitel 4 vil vi diskutere tilfaelde, hvor tvaersnittet kan variere langs
bjalkeaksen. Krumme elementer behandles ikke i dette notat, men man kan normalt opna
rimeligt tilfredsstillende resultater ved at modellere et krumt stykke med et antal rette
elementer.

2.1 Elementbeskrivelse, frihedsgrader

Konstruktionen kan opdeles i et antal retlinede elementer med konstante tvaersnit. Indled-
ningsvis gnsker vi at beskrive elementets flytninger, tgjninger og snitkraefter. Formuleringen
gnskes foretaget i en matrix-notation, idet man herved nemmere kan opstille grundlaget
for andre typer elementer.

Figur 2.1 viser et element, hvor aksial- og tvaerflytning betegnes henholdsvis v og w. Langs
bjalkeaksen er indlagt en x-akse med begyndelsespunkt i det ene endepunkt, og bjaelkens
lengde betegnes |.

Fig. 2.1: Bjaelkeelement

Flytningskomposanterne u og w samles bekvemt i en vektor u, som vist i formel (2.1.1).



Umiddelbart virker det uheldigt, at u hermed far to betydninger, men dette forhold er igen
begrundet i tradition, og tolkningen vil fremga af sammenhaengen.

u= { Zj} } (2.1.1)

Tojningerne i et plant bjaelkeelement bestar af normaltgjningen, €, og krumningen, x. Som
fgr samles tgjningerne i en vektor €, og samtidig defineres tgjningerne pa sadvanlig made
udfra flytningerne, som vist i formel (2.1.2), hvor ,z og ,zx betegner henholdsvis 1 og 2
gange differentieret m.h.t. x.

SHRES

Bjeelkens generaliserede spaendinger er normalkraften, N, og momentet, M. De generalis-
erede spaendinger indgar i det virtuelle arbejdes princip (VAP) ved at udfore arbejde igen-
nem de generaliserede tgjninger, der for bjaelkeelementet er €, og k. Vi samler de gener-
aliserede spaendinger i vektoren o, som vist i formel (2.1.3). Forskydningskraften er ikke
en generaliseret spending og udfgrer derfor ikke noget arbejde. Den kan beregnes udfra
momentfordelingen langs bjalkeaksen.

o= { N } (2.1.3)

Igennem den konstitutive lov skabes der en sammenhang mellem tgjningerne, € og spaen-
dingerne, o. Da vi forudsatter, at materialet er linezrt-elastisk, og at tveersnittet er kon-
stant fas relationen (2.1.4).

o = De (2.1.4)

hvor D-matricen er givet ved (2.1.5), og A og I betegner henholdsvis bjalkeelementets areal
og inertimoment. Materialets elasticitetskoefficient (Young’s Modulus) er givet ved E.

EA 0
D= { 0 EI } (2.1.5)
Efter at elementets geometriske og fysiske forhold er beskrevet, er det centrale punkt i
elementmetoden at veelge en tilnaermet eller diskretiseret beskrivelse af flytnings- og dermed
tgjningstilstanden i elementet. For bjselkeelementer med konstante tvarsnitskonstanter er
dette valg enkelt, idet man nemt kan bestemme den eksakte flytningsbeskrivelse. Af hensyn
til de mere generelle aspekter af elementmetoden og senere anvendelser pa andre typer
bjalkeelementer foretager vi imidlertid en mere detaljeret undersggelse.
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For elementet vaelger vi et antal frihedsgrader til at beskrive flytningstilstanden. I Figur
2.2 er vist de 6 frihedsgrader, som vi gnsker at benytte. Valget af frihedsgrader kan ikke
foretages helt frit, og vi skal senere se, at flytningerne langs elementets bjalkeakse atheenger
af frihedsgraderne. Man kan vise, at der er visse minimumskrav, som et flytningsfelt skal
opfylde, men vi vil ikke i denne sammenhang komme naermere ind pa dette. Lidt 1gst kan
man sige, at flytningsfelterne skal sikre en passende sammenhaeng mellem elementerne, og
at elementet skal kunne underga en stiftlegemebevagelse og en konstant tgjningstilstand
(dvs. konstant normaltgjning og/eller en konstant krumning).

I bjaelkeelementet kunne vi have tilfgjet en ekstra frihedsgrad i midtpunktet bestaende af
en aksial flytning. Herved ville elementet bedre kunne beskrive variationer i normalkraften
langs bjaelkeaksen. Dette er dog normalt uvaesentligt, og man ngjes derfor neesten altid
med de 6 frihedsgrader til et plant bjaelkeelement.

0 )
1 2\ 2\ x
U, Uy
W, Woy

Fig. 2.2: Frihedsgrader for bjeelkeelement

Frihedsgraderne ordnes bekvemt i en vektornotation, hvor vi opdeler dem svarende til start-
og slutknude. Reekkefolgen er ligegyldig, og vi har valgt den normale.

v = (2.1.6)

Hermed har vi beskrevet elementets ydre forhold, og dernaest skal vi beskrive flytnings-
og dermed tgjningstilstanden langs elementet. Der er principielt 2 metoder, hvorefter man
kan bestemme elementets opfgrsel. For bjaelkeelementer med konstante tvaersnit er metode-
valget underordnet, men for andre elementtyper og for bjalkeelementer med varierende
tveersnitskonstanter eller ved stabilitetsberegninger er der en vasentlig forskel.

a Flytningstilstanden interpoleres (oftest som polynomier) udfra frihedsgraderne, og
man benytter et arbejdsprincip (VAP) til at opstille elementets stivhedsrelationer.

b Udfra problemets styrende differentialligninger opstilles flytningstilstanden langs el-
ementet udtrykt ved frihedsgraderne. Metoden giver en eksakt flytningsbeskrivelse,
men er i praksis meget kompliceret og generelt kun mulig ved bjaelkeelementer.

Metode a kan betegnes den diskretiserede eller tilnaermede fremgangsmade, medens metode
b kan betegnes den analytiske. Flytningsbeskrivelsen i elementet udtrykkes gennem de



sakaldte formfunktioner, som vi vil vise i det fglgende, og metode a og b vil normalt
give forskelligt resultat. De 2 sat formfunktioner betegnes som henholdsvis tilngermede og
eksakte.

I det folgende afsnit anvendes den analytiske fremgangsmade, og samtidig vises, at resul-
tatet for den tilnseermede metode i dette specialtilfzelde bliver det samme. I kapitel 4, hvor
elementer med ikke-konstante tvaersnit behandles, vises, at de 2 metoder giver vasentlige
forskelle i udledelsen, men til gengeeld er ret underordnet for slutresultaterne . Generelt
er den tilnermede metode meget enklere, og i praksis er den analytiske fremgangsmade
begranset til nogle fa omrader.

2.2 Bjalkens differentialligning, formfunktioner

For en bjeelke uden belastning langs elementet er de styrende differentialligninger svarende
til formlerne (2.2.1) og (2.2.2).

M (2.2.1)
Br - -
N

A 2.2.2
EA " (2:2:2)

Da elementet ikke indeholder lokallast, kan moment- og normalkraftvariationen opskrives
direkte, som vist i formlerne (2.2.3) og (2.2.4).

M(x) = mo + myz (2.2.3)

N(z) = Ny (2.2.4)

Idet tveersnitskonstanterne antages uafhaengige af x, fas flytningerne w og u direkte ved
integration af (2.2.1) og (2.2.2), idet variationen af snitkraefterne fra (2.2.3) og (2.2.4)
udnyttes. Lgsningen kan principielt skrives som vist i (2.2.5) og (2.2.6).

w(x) = wo + w1 + wyr® + war (2.2.5)

w(x) = up +ww (2.2.6)

Indfores et dimensionslgst mal for bjzlkekoordinaten, s, som vist i formel (2.2.7), kan
man udtrykke flytningsvariationerne af u og w fra formlerne (2.2.5) og (2.2.6) med den
dimensionslgse parameter s.
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5= % (2.2.7)
w(s) =Y + 18+ Y28° + 738° (2.2.8)
u(s) =4+ Y58 (2.2.9)

Med opstilling af formlerne (2.2.8) og (2.2.9) er flytningsbeskrivelsen i og for sig afslut-
tet, og man noterer - uden den store overraskelse - at aksialflytningen varierer linesert og
tveerflytningen kubisk lang bjaelkeaksen.

I en senere fase skal vi opbygge systemer af elementer, og i den forbindelse skal vi sikre
kontinuitet fra element til element. Det betyder, at der skal opstilles nogle band mellem
~v’erne for de forskellige elementer. Dette ville blive en meget kompleks beregning, idet
endepunkternes flytninger og flytningsafledede athaenger af alle y’erne.

Vi veelger derfor at udtrykke flytningsvariationen fra (2.2.8) og (2.2.9) igennem nogle andre
parametre - nemlig elementets frihedsgrader. Kontinuitetsbetingelserne mellem elementerne
vil langt nemmere kunne udtrykkes med disse parametre.

I frihedsgraderne indgar drejningen, 6, og ved differentiation af w fra formel (2.2.8) fas.

1
0(s) = —w, = —7(% + 27258 + 3735°) (2.2.10)

Opgaven med at udtrykke flytningsvariationen som funktion af frihedsgraderne lgses i 2
trin, og vi behandler fgrst tveerflytningen, w. Man kan umiddelbart opstille 4 ligninger til
at udtrykke 7o - v3 ved frihedsgraderne. I endepunkterne kan opstilles 2 randbetingelser
for henholdsvis flytning og drejning. I formel (2.2.11) er betingelserne opskrevet.

w; = —w(0)
wy = —w(1)
2.2.11
91 = —w,m( ) ( )
92 = —w,x(l)
Ved indsezettelse af w og 0 fra (2.2.8) og (2.2.10) fas formel (2.2.12).
w1 = —%
W2 == 71— 7273
01 = 7(—mn) (2.2.12)

0y = %(—71 — 27 — 373)
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Hermed er opstillet 4 linezere ligninger til bestemmelse af v - v3 udtrykt ved frihedsgraderne
wy, we 0g 61 og B2. Losningen er relativ enkel, og man far som vist i (2.2.13).

Yo = —W1

o= -1,

Y2 = 3wy — 3wy + 1(26; + 65) (2.2.13)
Y3 = —2(wy — wy) — (61 + 62)

Indsaettes de fundne udtryk for 79 — v3 1 udtrykket for w i (2.2.8), og omordnes leddene
kan w udtrykkes via de overtallige pa folgende made.

w(s) =w(—1+ 3s* —2s?)
+wq(—38% + 253)
+011(—s + 25* — 53)
+051(s* — s%)

(2.2.14)

Flytningsbeskrivelsen kan udtrykkes ved de overtallige ganget en funktion, der benaevnes
formfunktionen. Formfunktionerne udtrykker, hvordan et element deformerer, nar en fri-
hedsgrad saettes til 1 og de gvrige til 0. I Figur 2.3 er optegnet de 4 saet formfunktioner for
tveerflytningen, og man ser, at de svarer til flytningsfigurerne fra de kendte bjezelkeelemen-
tartilfaelde.

Formfunkition for w, Formfunktion for w,

Formfunkiion for 6, Formfunktion for 6,

__—

Fig. 2.3: Formfunktioner for tvaerflytning

Efter at have opstillet w udtrykt ved de overtallige og formfunktionerne, skal der opstilles
analoge udtryk for u. Med udgangspunkt i ovenstaende er det dog muligt direkte at ned-
skrive lgsningen, idet vi ved at flytningsvariationen er linezer. Resultatet er vist i (2.2.15).

u(s) =ur (1 — ) + ugs (2.2.15)

I Figur 2.4 er funktionerne for fuldsteendighedens skyld optegnet.
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Formfunktion for wu, Formfunktion for wu,

Fig. 2.4: Formfunktioner for aksialflytning

Hermed er flytningsvariationen langs bjaelkeaksen udtrykt ved de overtallige v og formfunk-
tionerne, der kun afhzenger af stedkoordianten. Formel (2.1.1), der udtrykker flytningerne
u, skrives nu som et produkt af de overtallige v og den sakaldte flytningsinterpolationsma-
trix N, som vist i formel (2.2.16).

u=Nv (2.2.16)

Indholdet i N kan fas direkte fra formfunktionerne, og i formel (2.2.17) er resultatet vist.

1—s 0 0 s O O
N 2.2.17
0 fi fol O fs ful (2:2.17)

hvor f; til f4 er defineret i (2.2.18).

fl = -1 + 382 — 283

fo =—-s+2s*-¢°

P e o (2.2.18)
fi =5 =5

Analogt med definitionen af flytningsinterpolationsmatricen kan vi definere en tgjnings-
fordelingsmatrix, B, som vist i (2.2.19).

e =Bv (2.2.19)

Indholdet i B kan fas ved direkte differentation af flytningsinterpolationsmatricen, N, i
henhold til tgjningsdefinitionen givet i (2.1.2). En vigtig pointe i opstillingen af flytningsre-
lationen (2.2.16) er, at afhengigheden af stedkoordinaterne og flytningsovertallige er delt
op i 2 separate led. Tgjningsbeskrivelsen fas derfor direkte ved differentation af den ene
del, medens den senere sammenhang mellem elementerne vedrgrer den anden del, v. Dette
er et af de meget grundlaeggende traek ved elementmetoden, og det centrale er beskrivelsen
af de overtallige v og tgjningsfordelingsmatricen B.

L=l 0 0 I 0 0
B=%10 —6+12 (—4+6s) 0 6—12s (—2+6s)l (2.2.20)
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Tojningsfordelingsmatricen, B, viser - ikke overraskende - , at normaltgjningen er kon-
stant og krumningen linezert varierende for de enkelte elementartilfaelde. De generaliserede
spaendinger, dvs. normalkraft og moment kan herefter udregnes v.h.a. formel (2.1.4).

I ovenstaende har vi benyttet den analytiske fremgangsmade, men vi ville have opnaet
samme resultat med at interpolere flytningen langs bjalkeaksen udfra frihedsgraderne i
endepunkterne. Tvaerflytningen beskrives udfra de overtallige wy, wo og 6 og 62, og en
interpolation udfra disse veerdier vil give et kubisk polynomium. Tilsvarende vil aksialfly-
tningen interpoleres linesert udfra u; og us.

Interpolationsmetoden vil give det samme resultat uathaengigt af eventuelle variationer i
tveersnitskonstanter, medens den analytiske fremgangsmade vil give et andet resultat, som
vi vil se naermere pa i kapitel 4.

2.3 Opstilling af elementets stivhedsmatrix

I de foregaende afsnit er elementets flytnings-, tgjnings- og speendingsforhold beskrevet, og
vi vil herefter behandle ligevaegtsforholdene, der opdeles i lokal ligeveegt og global ligeveegt.
Ved den lokale ligevaegt forstas forholdene for et delelement af bjeelken, og ved den globale
ligevaegt forstas forholdene i knuderne.

For bjalker med konstant tveersnit og uden lokal last er den lokale ligevaegt implicit op-
fyldt, idet vi har valgt formfunktioner, der opfylder bjzelkens differentialligning eksakt. For
bjaelker med varierende tvaersnitskonstanter galder dette ikke, og vi vil i kapitel 4 under-
sgge dette neermere, og vise at lokale ligevaegtsforhold kan sikres ved at opfylde ligeveegt-
sligningerne pa en midlet form. Elementer med lokal last undersgges i kapitel 3, og vi vil
her vise, at lokal ligevaegt opfyldes a priori ved at vaelge en lokal spaendingsfordeling, der
ikke resulterer i knudedeformationer.

Samvirken mellem elementerne sker igennem knuderne, som kan overfore kreefter. For at
fastholde et element i en bestemt flytningstilstand er det ngdvendigt at pavirke dette med
nogle kreefter kaldet knudekraefterne, r. Antallet af knudekrafter svarer til antallet af de
flytningsovertallige, og saledes at en flytning svarer til en kraft og en drejning til et moment.
Fortegnsregningen er ens bade for knudekrafter og for flytningsovertallige. Knudekrafterne
er at opfatte som taenkte ydre kraefter, der fastholder elementet i en bestemt position. De
globale ligevaegtsligninger skal sikre, at summen af alle disse knudekraefter netop svarer til
den ydre belastning, og dette vil blive behandlet naermere i afsnit 2.5.

Relationen mellem knudekrafter r og de flytningsovertallige v ma veaere linezer, idet vi be-
tragter et lineaert-elastisk materiale. Endvidere forudsaettes, at elementet i en udeformeret
tilstand er speendingsfrit, og relationen kan hermed skrives som.

kv =r (2.3.1)
hvor vi har indfert k som en sidkaldt stivhedsmatrix. Stivhedsmatricen er kvadratisk med

dimension svarende til antallet af frihedsgrader, der for bjaelkeelementet er 6. Senere vises,
at k har den vigtige egenskab at veere en symmetrisk matrix.
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Ved beregning af k er der principielt 2 mulige fremgangsmader, idet vi enten baserer os
pa kendte resultater fra deformationsmetoden eller benytter Virtuelt Arbejdes Princip.
Forstnaevnte svarer til en lgsning af bjalkens differentialligning, medens den sidstnaevnte
er et tilnseermelsesprincip, idet man sikrer sig ligevaegt opfyldt i middel. Vi vil benytte begge
metoder her, dels for at kunne vise sammenhaengen med deformationsmetoden, og dels for
at fa et veerktgj til beregning af stivhedsmatricen i andre tilfaelde f.eks. ved varierende
tvaersnitskonstanter.

Svarende til deformationsmetoden opstilles udfra (2.3.1) et antal specialtilfzelde, hvor lgs-
ningen allerede kendes. Princippet er, at en af de flytningsovertallige sattes til 1 medens de
ovrige er 0. Herved kan de enkelte sgjler i k tolkes som de kendte elementartilfaelde i defor-
mationsmetoden. Som eksempel betragtes tilfeeldet, hvor startknuden gives en tveerflytning

1, se (2.3.2).
vi={0 10000} (2.3.2)

Fra deformationsmetoden fas, at der skal pasattes ydre kraefter svarende til (2.3.3) for at
systemet er i ligevaegt. Bjeelkeleengden er som tidligere [, E er Young’s modulus, og A og
I er henholdsvis tveersnitsareal og inertimoment.

r'={0 1258 6% 0 —128] 6% (2.3.3)

Ved at undersgge alle 6 specialtilfeelde kan man opstille den totale stivhedsmatrix vist i
(2.3.4).

[ 24 0 0o £ 0 0
o 1228 62 0 -—1280 ¢4
I e e A
k = _za 0 & 0 X (2.3.4)
0 -—128 6L o0 1280 6}
| oo 28 0 e afl |

Af (2.3.4) fremgar, at stivhedsmatricen, k, er symmetrisk.

Alternativt udledes stivhedsmatricen ved hjalp af Virtuelt Arbejdes Princip. Dette udvides
i kapitel 3 til ogsa at omfatte lokal last pa elementet.

Udgangspunktet er, at systemet er pavirket af knudekraefterne r, der har resulteret i knude-
flytningerne v og dertil hgrende tgjninger og speendinger. Systemet er i ligevaegt, og det
underkastes et virtuelt flytningsfelt. Vi vaelger det virtuelle flytningssystem svarende til
flytningsinterpolationsfunktioner, og det vil sige, at der er 6 virtuelle flytningsparametre
dv. De virtuelle flytninger og tgjninger kan hermed skrives som vist i (2.3.5)

ou = Nov
de = Bov (2.3.5)

15



Herefter skal det indre og ydre virtuelle arbejde bestemmes, som angivet i (2.3.6) og (2.3.7).

Det ydre virtuelle arbejde fas direkte som knudekraefterne gange de tilsvarende virtuelle
flytningskomposanter, idet det bemaerkes, at der ikke er lokal belastning. I matrixnotation
udtrykkes dette som.

Ay gre = 116V (2.3.6)

Det indre virtuelle arbejde fas ved at integrere bidraget fra de generaliserede spaendingers
arbejde med de virtuelle tgjninger over elementet. De generaliserede spaendinger kan herefter
udtrykkes ved knudeflytningerne som vist i (2.3.7). Det bemerkes endvidere, at da de
knudeovertallige, v og dv er konstante, saettes de uden for integranden.

Alndre = / O'TéedV
element

= / (DBv)"BévdV
element

= v / B DBdV) §v (2.3.7)
element

I udledelsen af (2.3.7) er der endvidere benyttet, at (AB)T = BT AT og at D er en sym-
metrisk matrix.

Idet Ay gre = Apnare for et vilkarligt valg af 0v fas hermed udtrykket for stivhedsmatricen,
k, som vist i (2.3.8).

k = / B'DB dV (2.3.8)
element

Af (2.3.8) fremgar direkte, at k er symmetrisk, idet vi fra Linear Algebra ved, at et ma-
trixprodukt AT BA er symmetrisk, hvis B er symmetrisk.

Som kontrol pa udregningen af stivhedsmatricen v.h.a. Virtuelt Arbejdes Princip bestemmes
et enkelt led, koo. Ved at udregne et diagonalled lettes beregningerne lidt, idet der kun in-
dgar et led fra tgjningsinterpolationsmatricen. Idet D er en diagonalmatrix, fas umiddelbart
bidraget til koo som vist i (2.3.9).

k:22 = / BZQD2QBQZdV
element

s=11 1
= 1/8_0 l—Q(—6+125)EIl—2(—6+125)d5

EI [} EI

==/, (36 — 144s + 1445%)ds = 12— (2.3.9)
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hvilket svarer til resultatet fra deformationsmetoden.

Med formuleringen af stivhedsmatricen udfra Virtuelt Arbejdes Princip er der abnet op
for bestemmelse af k for elementer, hvor tvaersnitskonstanterne varierer langs bjeelkeaksen.
Ved beregning af [ B'DBdAV vil man normalt anvende numerisk integration som f.eks.
Gauss-integration. Hvis D varierer som et polynomium i s, kan man med passende hgj
Gauss-integration opna eksakte resultater (indenfor regnengjagtigheden). I gvrigt henvises
til kapitel 6, hvor der er listet forskellige referencer, der behandler Elementmetoden mere
dybtgaende.

Flytningsfeltet v skal som omtalt i afsnit 2.1 tillade en vilkarlig stiftlegemebevaegelse uden
resulterende knudekraefter. Dette er et generelt krav, som alle typer elementer skal opfylde.

De 3 stiftlegemebevaegelser for et plant bjaelkeelement bestar af en vandret translation,
en lodret translation og en vilkarlig rotation f.eks. om startknuden. I (2.3.10) er opstillet
udtryk for de 3 flytningsvektorer.

vi={100100}
’ {o10010}
={oo0o o017} (2.3.10)

Ved udregning af kv ses, at knudekraftvektoren r = 0 i alle 3 tilfaelde.

2.4 Transformation af stivhedsmatrix

Hidtil har vi behandlet det enkelte element uatheengigt af det system, som det indgar i. I
neeste afsnit skal vi opstille de globale ligevaegtsligninger, og her er der brug for at kunne
sxtte forskellige elementer sammen uanset deres placering i planen.

Vi gnsker derfor at kunne udtrykke elementets stivhedsrelation, kv = r, i et koordinatsys-
tem, der ikke folger bjaelkeaksen. Elementet indlaegges i et globalt koordinatsystem med
X- og Y-akser som vist i Figur 2.5. Elementets drejning i forhold til den globale X-retning
betegnes «.

w
Yy lokal

lokal

Vglobal
eglobal X

P

7uglobal
Fig. 2.5: Bjaelkeelement i globalt ligningssystem
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En knudes flytninger kan bade udtrykkes i det lokale og globale koordinatsystem, og flyt-

ningerne samles i 2 vektorer betegnet henholdsvis v/5% og vi7ude se (2.4.1) og (2.4.2).

Ulokal

Vistai™ = < Wikal (2.4.1)
‘glokal
Uglobal

Vggb%?e = Vglobal (242)
eglobal

Der kan umiddelbart opstilles en matrix-relation mellem v{34% og v1i7uie givet ved (2.4.3).

Knude __ Knude
Viokal — Tknudevglobal (2.4.3)

hvor Tipuge er defineret i (2.4.4).

cosae sina 0
Trowie = | —sina cosa 0 (2.4.4)
0 0 1

I det folgende skal T;.! . benyttes, og man kan enten eftervise relationen (2.4.5) eller hente

knude
den fra "Linear Algebra".

-1 T

Tknude = Tknude (245)
Transformationen geelder bade flytningsovertallige og knudekraefterne. Idet vi gnsker at
transformere hele stivhedsrelationen, skal vi udvide transformationen til at galde alle over-
tallige. Transformationerne er ens i begge elementets endepunkter, og vi far umiddelbart
elementets transformationsmatrix, Tjep,, udtrykt ved (2.4.6).

Tknude 0

T B
elem 0 Tknude

(2.4.6)

Relationen abner mulighed for at operere med to forskellige globale koordinatsystemer i
hver bjalkeende. En mulighed kommercielle elementsystemer benytter, og som f.eks. er en
fordel ved understgtninger, der ikke alle fglger et globalt systems hovedretninger og ved
sammenknytning af forskellige elementtyper.

Idet elementets flytningsovertallige i henholdsvis det lokale og globale system betegnes
Viokal 08 Vgiobal fas formel (2.4.7).
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Viokal = Telemvglobal (247)

Som for geelder relationen ogsa for knudekraefter, og for den inverse transformationsmatrix
fas analogt med (2.4.5) formlen (2.4.8).

T*l

elem

=T7 (2.4.8)

elem

Herefter kan vi omskrive stivhedsrelationen kv = r som vist i (2.4.9).

KiokalViokal = Tiokal
klokalTelemvglobal = Telemrglobal
TzzemklokalTelemvglobal = Tgiobal
kdrejetvglobal = Tglobal (2 49)

Hermed er elementets stivhedsrelation udtrykt i et vilkarligt koordinatsystem, og der er
indfgrt en transformeret stivhedsmatrix, Kgycjet. Sidstnaevnte er betegnet "drejet"for ikke
at forveksle det med systemets totale eller globale stivhedsmatrix, K, som bliver beskrevet
i naeste afsnit. Af hensyn til senere referencer opskrives den transformerede stivhedsmatrix
i(2.4.10).

kdrejet = TzzemklokalTelem (2410)

Den transformerede stivhedsmatrix er stadig symmetrisk.

2.5 Opbygning af systemstivhedsmatricen

I dette afsnit betragter vi et samlet system bestaende af et antal elementer, der er indbyrdes
forbundne gennem et antal knuder. Knuderne er nummereret fra 1 til antallet af knuder,
nno (number of nodes). Systemets flytningsovertallige samles i en vektor V, der opbygges
af de enkelte knuders flytningsovertallige, som vist i (2.5.1).

Vi
V= : (2.5.1)

VTLTZO

Ved plane bjelkeelementer vil hver af komposanterne v; besta af 3 overtallige, 2 flytninger
og 1 drejning. I en mere generel elementmetodesammenhang vil antallet af frihedsgrader
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per knude kunne variere fra knude til knude, hvilket komplicerer programopbygningen,
men i gvrigt ikke sendrer de grundlaeggende forhold.

Svarende til et elements stivhedsrelationer kan man opbygge systemets stivhedsrelationer,
som vist i (2.5.2).

KV =R (2.5.2)

hvor K betegner systemstivhedsmatricen, og R er den globale knudekraftvektor.

Knudekraftvektoren er opbygget efter samme princip som den globale flytningsvektor, V,
og indeholder alle de ydre kraefter som pavirker systemet.

I det folgende vil vi undersgge, hvorledes K og R er opbygget udfra de enkelte elementers
og knuders bidrag.

Det samlede systems stivhed er lig summen af de enkelte elementers stivhed defineret
ved kilrejet, hvor 7 betegner elementnummeret, og stivhedsmatricen er transformeret til et
globalt system svarende til formel (2.4.10).

Et element giver bidrag i den globale stivhedsmatrix, K, svarende til pladserne i den
globale knudeflytningsvektor, V, som elementets start- og slutknude har. T Figur 2.6 er

denne sammenhaeng illustreret.

Ksystem Flement
8
4 8
4 /
| —— | K":
drejet
4 /e
L+ - ™

Fig. 2.6: Sammenheeng mellem en lokal stivhedsmatrix og system stivhedsmatricen

Opstillingen af stivhedsbidraget kan ogsa opstilles i en matrixformulering, der viser den
principielle sammenhang. Som programmeringsgrundlag er den imidlertid ikke velegnet,
da den ville medfgre et meget stort antal ungdvendige beregninger.

Sammenhangen mellem et element ¢’s lokale flytninger og den globale flytningsvektor kan
skrives som vist i (2.5.3).

vi=A'V (2.5.3)

Matricen A® angiver den sakaldte topologiske sammenhzeng mellem element ¢ og systemet.
Dimensionen af A er antallet af knuder i elementet gange antallet af systemets knuder,
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og de enkelte elementer i A er 3 gange 3 matricer (3 frihedsgrader per knude). Matricen
vil kun have 2 elementer forskellig fra O svarende til start- og slutknuden for elementet.
Ikke nul-elementer vil svare til enhedsmatricen, E, idet vi i bjeelketilfzeldet altid vil have en
simpel sammenhang mellem en lokal og global knudeflytning. For et element ¢« med start-
og slutknude, n; og ny kan A’ skrives som vist i (2.5.4).

. [0 - R 0
A= 0o .- ... E .- 0 (2'5'4)
hvor enhedsmatricen, E er placeret i henholdsvis sgjlenummer n; og ns.

Systemets stivhedsmatrix kan hermed skrives som en sum over antallet af elementer, nelem
(number of elements), som vist i (2.5.5).

nelem
K=Y A"K, A (2.5.5)
=1

System stivhedsmatricen K er symmetrisk, som det direkte fremgar af (2.5.5), og man
vil derfor ved opbygningen af matricen kun beregne halvdelen f.eks. diagonalen og den
gverste trekant. Dette forhold gaelder ogsa ved beregningen af den transformerede lokale
stivhedsmatrix, og man opbygger programmerne, saledes at symmetrien udnyttes bedst
muligt.

15 16
13 14
X
11 12
9 10
sym.
7 8
5 6 X
3 4
X Bidrag tii K
1 2

Fig. 2.7: Optimal knudenummerering

Opbygningen af hgjresiden R er mere enkel, idet vi direkte betragter den ydre belast-
ning som knyttet til de globale knudenumre. De enkelte elementer i R svarer saledes til
belastningen i den tilsvarende knudeovertallige i form af enten en kraft eller et moment.
Reaktioner behandles i neeste afsnit, og de svarer til de kraefter, som skal pasaettes systemet
for at overholde de geometriske randbetingelser i form af f.eks. en fast indspaending. De
lokale hgjresider r indgar ikke direkte, men svarende til opbygningen af K kan R betragtes
som en summation over alle elementers hgjresidebidrag, og matrixformuleringen fra formel
(2.5.5) kan anvendes. Dette forhold far betydning i kapitel 3, hvor vi behandler lokal last
pa elementet, og i dette tilfzelde kan belastningen ikke direkte henferes til knuderne.
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16
15
14
13
12
11
10

sym.

X Bidrag til K

_ N W A~ OO N @

Fig. 2.8: Alternativ knudenummerering

Som det fremgar af Figur 2.6 og (2.5.5) giver det enkelte element kun stivhedsbidrag i 4
omrader. Endvidere vil der i systemstivhedsmatricen K vere et stort antal 0’er, som viser,
at 2 frihedsgrader ikke er forbundet direkte gennem et element. Det store antal O-elementer
kan udnyttes beregningsmaessigt pa forskellige mader. Den mest traditionelle er at placere
alle stivhedsbidrag omkring diagonalen, og derved fa isoleret en gvre- og nedre- trekants-
matrix udelukkende med 0-elementer. Dette kan udnyttes beregningsteknisk ved en sakaldt
"bandligningslgser", som vi vil beskrive mere detaljeret i naeste afsnit. Bandlgsningsstrate-
gien bruges ogsa til at begreense lagerpladsen til systemstivhedsmatricen, idet man ikke
lagrer systemet pa kvadratisk matrixform, men definerer et omrade svarende til diagonalen
og det gvre band.

I Figur 2.7 og 2.8 er den samme konstruktion nummereret pa 2 forskellige mader, og re-
sultatet er en meget forskellig "bandbredde"defineret som antallet af sub-diagonaler med
elementer forskellig fra 0. Bandbredden defineres naermere i neeste afsnit, og her er det
tilstraeekkeligt, at bandbredden er proportional med den storste absolutte forskel mellem
nummeret pa start- og slutknude taget over alle elementer. Der findes algoritmer til opti-
mering af bandbredden, og vi vil derfor ikke ggre meget ud af principper for knudenum-
merering. Mange kommercielle systemer anvender enten andre metoder til ligningslgsning,
som omtales nzermere i naeste afsnit, og/eller har indbyggede optimeringsrutiner til min-
imering af beregningsomfanget. En simpel og god regel er at nummerere pa den korte
led som vist i Figur 2.7 og 2.8 . Bandligningslgserens tidsforbrug er proportionalt med
bandbreddens kvadrat, og forskellen i de 2 nummereringer giver en faktor pa ca 10 pa
beregningstiden. I naeste afsnit beskrives dette mere detaljeret.

2.6 Understgtningsbetingelser, lgsning af ligninger

Udgangspunktet for lgsningen er et linesert ligningssystem, som blev formuleret i (2.5.2),
og som er gentaget nedenfor af overskuelighedsgrunde.

KV =R (2.6.1)

29



Systemet kan understgttes igennem de overtallige, og en understgtning svarer til, at den
pageeldende frihedsgrad antager en bestemt veerdi. Understgtningsbetingelsen er normalt,
at flytningen eller drejningen skal veaere 0, men man kan ogsa pafgre understgtninger ved
at kraeve en bestemt saetning svarende til, at den flytningsovertallige far en vaerdi # 0.

Der er principielt 2 mader at indfgre understgtningsbetingelserne pa. Den ene kaldes "de
stive fjedres"metode, medens den anden bestar i en mere direkte eliminering af flytnings-
betingelsen. "De stive fjedres"metode er nem at programmere, men er sveaerere at udvide
til ogsa at omhandle saetninger.

Udgangspunktet for "de stive fjedres"metode er, at en understgtning svarer til en meget stiv
(principielt uendelig stiv) fjeder. En fjederunderstgtning med stivheden & af en frihedsgrad,
J, indfores ved folgende formel (2.6.2).

it = K o+ Kpjeder (2.6.2)

hvor kj?mm angiver stivhedsbidraget fra de tilstédende bjeelkeelementer.

Proceduren ved metoden er sa blot at indfgre en tilpas stor fjederstivhed i alle under-
stgtninger, og derefter lgse ligningssystemet udfra metoder fra "Linear Algebra". Selve
ligningslgsningen behandles ikke her, da den svarer til lgsningen i den anden metode.
Bestemmelsen af en tilstreekkelig stor stivhed er afggrende for lgsningens kvalitet, idet
man enten risikerer at fa valgt en for lille stivhed, der resulterer i bevaegelser af under-
stgtningerne, eller man vealger en for stor stivhed, der kan medfgre tab af ngjagtighed,
som i vaerste tilfaelde kan give ubrugelige resultater. I praksis er problemet ikke stort, og
man valger normalt stivheden udfra det stgrste diagonalelement i den globale stivheds-
matrix multipliceret med en passende stor faktor (typisk 10'°). Reaktionen i knude j kan
bestemmes direkte som k5v;.

Ved den direkte eliminering opdeles ligningssystemet i 2 svarende til flytninger, der hen-
holdsvis kan variere eller er kendte. Opdelingen er vist i (2.6.3), hvor raekkefplgen af de
overtallige er @ndret, saledes at de kendte flytninger er samlet forneden. I praksis foregar
opdelingen ikke ved rent fysisk at flytte ligningerne, men ved at indfgre et passende logisk
valg i programmet.

Kll K12 :| (2 6 3)

Ks stem —
vet { Ko Ko
Da K er symmetrisk, gelder der i (2.6.3), at K2, = K.

Svarende til stivhedsmatricen opdeles flytningsvektoren, V, og belastningsvektoren, R som
vist i (2.6.4).

VT = [me'e Vfaste]
RT = [Rlast R’reaktion} (264)
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Antallet af kendte flytninger svarer per definition til antallet af reaktioner, idet en overtallig
enten er foreskreven eller fri, og hvis den er foreskreven vil den tilsvarende knudekraft netop
afpasses, sa understgtningsbetingelsen er opfyldt.

Ved at indfgre opdelingen af K, V og R i det oprindelige ligningssystem (2.6.1) kan der
opstilles 2 matrixligninger, som vist i (2.6.5) og (2.6.6).

Kllvfm’e = Rlast_K12Vfaste
Rreaktion = K22Vfaste+K21me'e

Lgsningsmetoden er forst at lgse ligningssystemet (2.6.5), og derefter udfra de beregnede
flytninger, V¢, at bestemme reaktionerne, R, caktion udfra (2.6.6).

Ved begge metoder skal man lgse et lineaert ligningssystem, KV = R, hvilket formelt svarer
til at bestemme K1, Inverteringen af K kreaever, at K er ikke-singulzer. Under ligningslgs-
ningen bestemmer man, om K er singuleer, og i givet fald er systemet ulgseligt forstaet
saledes, at der eksisterer enten ingen eller en uendelighed af lgsninger. For mekaniske sys-
temer vil en singularitet altid betyde, at der eksisterer uendeligt mange lgsninger, som
resulterer i en bevaegelig konstruktion. En konstruktion kan veere bevaegelig - eller som
det ogsa udtrykkes statisk overbestemt - pa flere mader. Enten er de ydre understgtninger
for fa, og sa er konstruktionen "globalt"statisk overbestemt, eller ogsa er konstruktionen
"indre"statisk overbestemt f.eks. igennem indre charnierer.

Ved lgsningen af det lineaere ligningssystem foretages ikke en egentlig invertering af K,
men man foretager en faktorisering af ligningssystemet. Matricen kan herved skrives som
et produkt af en nedre og en gvre trekantsmatrix, hvor vi ved en trekantsmatrix forstar en
matrix med lutter O’er enten over eller under diagonalen.

Fremgangsmaden betegnes Gauss elimination, og den bestar i gennem sakaldte rakke-
operationer, dvs. at traekke ligninger fra hinanden, at skaffe 0’er under diagonalen. Det
forste trin kaldes "forward-substituering, og derefter foretages en "backward-substituer-
ing, hvorved der skaffes 0’er over diagonalen. Hermed kan lgsningen bestemmes, idet den
tilbagevaerende diagonalmatrix let inverteres. Matricens symmetri kan udnyttes, saledes at
en del beregninger udelades, men dette henvises til "Numerisk Analyse".

Ligningssystemet vil for linezre problemer altid vaere velkonditioneret, saledes at pivotering
af ligningssystemet er ungdvendig (jvf. igen "Numerisk Analyse").

Ved beregning af flere lasttilfaelde kan man udnytte, at stivhedsmatricen kun skal faktoris-
eres een gang. Faktoriseringen af K er det vaesentligste bidrag til beregningstiden, og ekstra
belastningstilfaelde er derfor ret billige.

Som neevnt i forrige afsnit vil man normalt udnytte, at stivhedsmatricen indeholder et stort
antal O’er. Den enkleste made er at benytte en sakaldt bandligningslgser, hvor stivhedsma-
tricen er organiseret, saledes at alle ikke 0-elementer koncentreres om diagonalen. Band-
bredden defineres som bredden af det band, der indeholder alle ikke O-elementer. I bredden
af bandet medtages diagonalen ikke.

For plane bjalkekonstruktioner, hvor der er 3 overtallige per knude, og hvor knudenum-
rene er fortlgbende, findes bandbredden, bw, udfra nedenstaende formler (2.6.7) og (2.6.8).
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Indledningsvis bestemmes den stgrste absolutte forskel mellem nummeret pa start- og
slutknuden for alle elementer, 1,,4,.

Nmax = maxi:l,elementcmtal(‘ nll - nlz D (267)

hvor n! og n% betegner henholdsvis nummeret pa start- og slutknuden for element, i.
Da der er 3 frihedsgrader per knude, fas bandbredden hermed umiddelbart til.

bw = 3Nymae + 2 (2.6.8)

Tidsforbrug ved ligningslgsningen afhaenger af metodevalget, og nedenfor gives estimerede
omkostninger for henholdsvis fuldt besatte ligningssystemer og bandligningssystemer. Der
betragtes kun antallet af multiplikationer, idet disse giver det vaesentligste bidrag til reg-
netiden, og matricerne forudseaettes symmetriske. For et fuldt besat ligningssystem, dvs. et
system hvor bandbredden svarer til antallet af overtallige (n) -1, er regnetiden, Ty,q givet
ved (2.6.9), og for bandligningssystemet bestemmes tiden 7T}4,4 ved (2.6.10).

1
Tfuld = ang (269)

Thina = Cn(bw)” (2.6.10)

hvor C er en konstant, der angiver den konkrete computers regnehastighed. Som det
fremgar af formlerne (2.6.9) og (2.6.10), er regnetiden meget afthzengig af stgrrelsen af
bandbredden, hvilket ogsa blev vist i det foregaende afsnit.

K-matricens store antal 0’er kan udnyttes mere effektivt ved andre metoder som profil-
ligningslgsere eller frontligningslgsere, og der henvises til mere generel litteratur om Ele-
mentmetoden, se kapitel 6. Her skal blot bemaerkes, at problemet med bandligningslgseren
er, at hvis blot et element har en stor bandbredde straffes det samlede system. De andre
metoder udnytter dette forhold, og beregningstiden bliver proportional med kvadratet pa
en gennemsnitlig bandbredde. Til gengaeld kraever metoderne en mere kompliceret admin-
istration, som bade kraever stgrre programmeringsindsats og et overhead i beregningsti-
den. Langt de fleste kommercielle systemer anvender enten frontmetoden eller profillign-
ingslgsere.

Hidtil har vi forudsat, at understgtningerne virker i de globale koordinat/-retninger, men
hvis dette ikke er tilfeeldet, har man principielt 2 fremgangsmader. En metode er at trans-
formere de lokale stivhedsmatricer over i et drejet koordinatsystem for de knuder, der
skal understgttes skrat. Hermed far man udtrykt den globale stivhedsmatrix i et system,
hvor de skra understgtningers frihedsgrader fremtraeder direkte, og herefter anvendes den
tidligere beskrevne metode. Denne metode har andre fordele, og anvendes ofte af storre
kommercielle elementsystemer.

25



Alternativt kan man efter sammensatningen af den globale stivhedsmatrix foretage en
transformering af de skra understgtningers frihedsgrader. Transformeringen fglger helt
ideen fra afsnit 2.4, og den globale stivhedsmatrix bliver udtrykt i det drejede system,
hvorefter fremgangsmaden er som ovenstaende. Slutresultatet bliver ens for de 2 metoder,
men beregningstiden for sidstneevnte metode er lidt mindre, idet man kun foretager een
transformering, selvom denne omfatter flere frihedsgrader. Grunden til, at den forste metode
foretraekkes i storre systemer, er, at transformeringen herved bliver en lokal proces, der
kun involvere et enkelt element af gangen. Processer, der involverer hele stivhedsmatricen,
kraever generelt mere arbejdslager og en mere kraevende administration. I forbindelse med
nye datamattyper som parallel-processering er lokale processer ogsa at foretrackke, idet
transformeringerne i de enkelte elementer er uafheengige af hinanden.

Efter at de globale flytninger V er bestemt, kan man bestemme det enkelte elements
flytninger, idet man benytter transformationsformlerne, (2.5.5) og (2.4.7) omvendst.

Med udgangspunkt i de lokale elementflytninger, v, kan man bestemme tgjningerne og
hermed spaendingerne. I naeste afsnit medtages lokal last pa elementet, og hermed far man
behov for at kunne bestemme snitkraefterne i et vilkarligt punkt i bjaelken.

2.7 Anvendelse af programsystemer

Ved anvendelse af feerdige programsystemer skal man dels kunne opstille de ngdvendige
inddata og dels kunne tolke uddata rigtigt. Afsnittet er teenkt som en generel indfering i
nogle af de grundleggende problemstillinger, men skal pa ingen made opfattes som fuld-
staendigt. Malet er at skaffe laeseren et lidt bedre overblik, saledes at lsesning af manualer
mm. gores lettere.

Data til ethvert lineaert, statisk rammeprogram kan principielt grupperes i 5 omrader:
knuder, elementer, tveersnit/materialer, understgtninger og belastning. Herudover kan ind-
data besta af forskellige kontroldata, der angiver analyseform, uddatamangder mm. Mange
rammeprogrammer er udstyret med forskellige sakaldte genereringsfaciliteter, der satter
brugeren i stand til at definere inddata pa en nem made. Genereringsordrene har imidler-
tid alene til opgave at gge brugerens effektivitet, og vil derfor ikke blive behandlet i denne
sammenhaeng.

I Figur 2.9 er der givet en principiel sammenhaeng mellem datagrupperne, Knude, Element,
Tveersnit/Materialer og Understgtninger. I naeste afsnit vil der i Figur 3.3 blive vist en
tilsvarende sammenhang, der inkluderer belastningen.

Opbygningen af datastrukturen svarer til en relationel datastruktur, idet data er defineret
i forskellige tabeller, og igennem opslag i andre tabeller hentes relevante data. Den rela-
tionelle opbygning sikrer, at data kun defineres en gang, saledes at der spares plads, og
saledes at data nemmere kan rettes, hvad der er langt det vaesentligste. Alle data er enten
Knude- eller Element-relaterede, som det fremgar af Figur 2.9.

Nedenfor er vist inddata til Cosmos-programsystemet, og inddata svarer til konstruktionen
vist i Figur 2.10. Inddata er opbygget, sa der kun forekommer knudelast, og elementlast
vil blive behandlet i det fglgende kapitel.

26



Knuder Elementer

Nr. X Y Nr. | Nr. 1| Nr.2 | Tversnit
1 0.0 0.0 1] 1 2 2
25/ 30 | 0.0 2 |[C2>| 3D p

83> 45 | 0.0 3 3 4 2
4 | 6.0 0.0 4 2 / 1
5 15 |-2.6 5 1 5 3

Understoetninger THMPTSjwé//

Nr. | u v 2] Nr. A IZ7Z | Materiale
1 11 1]o0 é 2 9.¢33.6.¢5 1
5> 1] 1] 0 2.9.e3[1.8.e5| 1D

3 2.9-53W 1

Materiedle

Nr. /| Materiale

1| 2.1-ett

Fig. 2.9: Sammenhang mellem inddata-blokke (relationel struktur)

C*k

c* Eksempel 1 - Elementmetoden for bjzlkekonstruktioner, 1 = 3.0 m
C*

c* Knuder

c*
nd, 1, 0.0, 0.0;

nd, 2, 3.0, 0.0;

nd, 3, 4.5, 0.0;

nd, 4, 6.0, 0.0;

nd, 5, 1.5, -2.6;

C*

c* Bjzlke-element, materiale
C*

egroup, 1, beam2d

mprop, 1, ex, 2.1lell

C*

c* Tversnit og element-definition

C*

cx 2EI

C*

rconst, 1, 1, 1, 5, 2.9e-3, 3.6e-5, 0.2;
el, 4, cr, , 2, 2, 5;

C*
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2 : Knudenummer 2
i 5 (3): Elementnummer 3
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Fig. 2.10: Konstruktionseksempel

cx EI

C*

rconst, 1, 2, 1, 5, 2.9e-3, 1.8e-5, 0.15;
el, 1, cr, , 2, 1, 2;

el, 2, cr, , 2, 2, 3;

el, 3, cr, , 2, 3, 4;

C*

cx 0.5 EI + charnierer i hver ende

C*

rconst, 1, 3, 1, 5, 2.9e-3, 9.0e-6, 0.1, 000001, 000001;
el, 5, cr, , 2, 1, 5;

C*

c* Understgtninger

C*

dnd, 4, au, 0.0;

dnd, 5, au, 0.0;

C*
c* Belastning

c*

fnd, 3, fy, -5.5e3;
c*

c* Analyse

C*

r_static

Inddata eller kommandoer til Cosmos kan enten foretages interaktivt eller som her via
en fil med inddata. Raekkefglgen er valgfri, idet man dog skal definere en stgrrelse, for
der kan refereres til den. Det vil sige, at knuderne til et element skal vaere kendt, for
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elementet defineres. Knude- og element-kommandoer kan godt blandes, men det anbefales
af overskuelighedsgrunde at adskille kommandoerne som vist i eksemplet. Linier der starter
med c er kommentarer, og har ingen betydning.

Knuderne defineres med ordren nd (nodes) efterfulgt af et lopbenummer og z- og y-koordi-
nater. Nummeret er valgfrit, og Cosmos optimerer selv ligningslgsningen.

Fgr den egentlige element-definition skal man definerer den gnskede:

e clementtype: egroup nummer 1 er plane bjalke elementer, beam?2d.

e materialet: mprop - material properties - for materiale nummer 1 er Young’s modulus
ex 2.1ell.

e tvaersnit: rconst - real constants - for elementgruppe 1 har lgbenummer 1. Herefter
2 data til at angive antallet, og endelig areal, inertimoment og dybde af tvaersnit
(spaendingsberegninger).

Herefter defineres de enkelte elementer med el (elements) efterfulgt af et lghenummer,
geometri-type - cr - antal knuder i elementet samt en start- og slutknude. Geometritypen
er relevant i forbindelse med skive/plade-elementer, ligesom antallet af knuder per element
er forskelligt. I elementdefinitionen anvendes sidste definerede/aktiverede elementtype, ma-
teriale og tvaersnit. Placeringen af de forskellige rconst-kommandoer, har derfor betydning
for de efterfglgende definitioner af elementer, el. Denne indirekte sammenhang mellem
kommandoer kan give anledning til fejltagelser, og bryder med det relationelle database
princip. Internt i Cosmos bruges referencerne, og brugerne kan fa lister over sammenhaen-
gene.

I element 5 er der indre charnierer i begge ender, hvilket defineres i rconst med de 2 data
000001 og 000001. De betyder at momentet om z-aksen er 0. De indre charnierer kunne lige
sa godt veere placeret i element 1 og 4, men det havde kraevet ekstra rconst definitioner,
idet den gverste bjaelke principielt ville veere lavet af 2 tveersnit. En saerskilt definition af
indre charnierer ville have undgaet denne lidt forvirrende sammenhaeng.

Understgtninger defineres med dnd (displacement in node). Der angives et knudenummer,
den pagaxldende flytning au (all u’s, d.v.s. flytning i z- og y-retning) samt endelig storrelsen
af den kendte flytning.

Knudekrafter defineres med fnd (force in node). Der angives et knudenummer, en kraft fy
(force/kraft i y-retning) samt stgrrelsen.

Efter inddata-definitionen kan man optegnet konstruktionen med element- og knudenumre,
belastninger og understgtninger. Hermed kan man fa fjernet eventuelle fejl, for at selve
beregningen startes med r_static (run static analysis).

Brugeren skal normalt selv sikre, at der regnes i konsistente enheder, dvs. at laengder,
kraefter, E-moduler mm. opgives i de samme grundenheder f.eks. N og m. Da normaltgj-
ningerne medtages, kan man ikke umiddelbart omregne deformationerne, nar man eendre
fra et tveersnit til et andet, idet indflydelsen fra bgjnings- og aksialstivheden ikke skaleres
ens.

Efter beregningen kan brugeren i en interaktiv dialog fa udtegnet deformationsfigurer, reak-
tioner og plot af snitkraefter og spaendinger. Deformationsfigurerne kan bruges til at se om
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Fig. 2.11: Bgjningsmomenter i konstruktionen

konstruktionen far de forventede udbgjninger. Hvis lasten f.eks. var blevet defineret positiv,
ville bjaelke 2-3-4 bgje opad. Reaktionskontrol kan benyttes til at sikre sig, at hele lasten er
medtaget. Data kan ogsa udskrives pa en fil, og overfgres til dimensioneringsprogrammer.
Figur 2.11 viser et plot af bgjningsmomenterne i konstruktionen.
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Kapitel 3

Hensyntagen til lokal elementlast

I dette kapitel vil vi udvide elementmetodeformuleringen til ogsa at omfatte last pa ele-
menterne, der i det fglgende betegnes lokal eller element last i modsaetning til knudelasten
fra det forrige kapitel.

Den grundlaeggende ide i udledelsen er at omforme elementlasten til et ackvivalent kraft-
system bestaende af koncentrerede krafter i knuderne og en spandingsfordeling i selve
elementet. Dette svarer grundlaeggende til at bestemme de sakaldte tvangskraefter i defor-
mationsmetoden, idet vi dog her gnsker at finde akvivalente kraftsystemer og ikke kraft-
systemer i ligevaegt.

Den trinvise udvikling af elementmetoden, som vi har valgt, vil vise sig tydeligt i dette
kapitel. Elementlasten konverteres forst til et sekvivalent kraftsystem, hvorefter det lgses
med metoden fra kapitel 2, og endelig fas den endelige snitkraftfordeling som en sum
af 2 bidrag hidrgrende fra henholdsvis knudelasten og fra det akvivalente kraftsystem.
Elementmetodens "askesystem'"bliver hermed forhabentligt tydeligt, idet hensyntagen til
lokallast programmeres som en "preprocessor", der konverterer elementlast til knudelast,
og en "postprocessor", der modificerer snitkraftfordelingen udfra elementlasten.

3.1 Elementlastens skvivalente knudekraefter

Med udgangspunkt i Figur 3.1 gnsker vi, idet vi i fgrste omgang kun betragter et enkelt
element, at bestemme et saet af knudekraefter r, der er statisk akvivalent med den lokale
last. For at systemet kan vaere statisk aekvivalent, skal der tilfgjes en lokal snitkraftfordeling
i elementet betegnet, My, pa figuren. Denne lokale snitkraftfordeling kan opfattes som en
partikuleer Igsning til den styrende differentialligning for det belastede element.

Den partikuleere lgsning findes svarende til, at flytningerne i bjeelkeenderne er 0, hvilket
svarer til fremgangsmaden i deformationsmetoden, hvor knuderne netop blev fastholdt ved
bestemmelse af Z) leddene.

Knudekrafterne kan bestemmes pa forskellige mader, og i dette afsnit vil vi opstille en
rationel beregningsform, der bygger pa formfunktionsbegrebet. Metoden vil vise sig meget
enkel i programmeringssammenhang, og den kan umiddelbart udvides til andre konstruk-
tionstyper.
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Fig. 3.1: Opdeling af snitkraftbidrag

Bestemmelsen af den partikulaere lgsning vil vi ikke behandle direkte, idet man med
udgangspunkt i knudekraefterne let regner sig frem til den lokale snitkraftfordeling. Ved
en konkret edb-implementering er dette dog tidskreevende, og systemerne arbejder derfor
med en begraenset variation af belastningsmulighederne.

Da de to systemer vist i Figur 3.1 skal veere statisk sekvivalente, skal der per definition
geelde, at flytninger og spaendinger er identiske. Hermed fas (3.1.1).

o = 0y)+o0;y
V = Vg+V, (3.1.1)

I modsatning til Figur 3.1 benyttes i (3.1.1) den generelle betegnelse for spaendingerne,

idet metoden ogsa skal kunne behandle lokal aksiallast.

Valget af den partikuleere lgsning, o, sikrer, at knudeflytningerne for dette tilfaelde er
identisk 0, (3.1.2).

V=0 (3.1.2)

I forste omgang vil vi kun behandle belastning i form af enten aksial- eller tveerlast, og
denne kan bade vaere koncentreret eller fordelt. Metoden kan nemt generaliseres til ogsa
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at omfatte momentbelastning, men da formlerne bliver noget mere omstandelige, er dette
udeladt i forste omgang.

Belastningen pa et element samles i en vektor, p, svarende til flytningerne, u, som vist i
(3.1.3).

p(z) ={ Pu() } (3.1.3)

pw<1‘)

hvor p,(x) og p,(z) angiver variationen langs elementet af henholdsvis aksial- og tveerlast.

For at bestemme knudekrafterne, r, benyttes Virtuelt Arbejdes Princip pa de to akvi-

valente systemer. De virtuelle flytninger vaelges svarende til de globale knudeflytningerne,
oV.

Forst betragtes systemet med fordelt last, og vi beregner det indre og ydre virtuelle arbejde,
som vist i (3.1.4) og (3.1.5). Som tidligere naevnt betragter vi kun et system, der er belastet
lokalt i et enkelt element, og vi vil sa senere generalisere til belastning pa flere elementer.

Apndre = / oldedV (3.1.4)
konstruktion

Ay gre = / p’dudV (3.1.5)
element

I (3.1.5) indfpres flytningsinterpolationsmatricen, N, og herved kan det ydre virtuelle ar-
bejde skrives som (3.1.6).

Ay dre = 0V / NTpdV (3.1.6)
element

Hermed er det ydre arbejde udtrykt gennem de virtuelle knudeflytninger, og i (3.1.6) an-
giver, 0v, de virtuelle flytninger malt i det lokale koordinatsystem. Der er igennem den
topologiske beskrivelse af elementet en direkte sammenhaeng mellem de lokale virtuelle
flytninger og de globale virtuelle flytninger, jvf afsnit 2.5 eller det folgende afsnit.

Herefter udnyttes, at spsendingerne kan skrives som en sum af 2 bidrag, (3.1.1), og det
indre virtuelle arbejde omskrives til (3.1.7), idet vi samtidig udnytter, at der per definition
gelder [, . o9 d0edV = 0 . Betingelsen pa oq svarer til at forlange, at den ikke
giver resulterende flytninger i endepunkterne, og dette var netop kravet til den partikulaere
lgsning, oyg.

Alndgre = / oldedV
konstruktion

= / ool dedV + / o1l 6edV
konstruktion konstruktion

= / o, 6edV (3.1.7)
konstruktion
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Herefter betragtes delsystemet pavirket alene med de a&kvivalente knudekraefter.
Det indre virtuelle arbejde fas som (3.1.8).

Alndre - / UlT(SGdV
konstruktion
(3.1.8)

Det ydre virtuelle arbejde fas direkte som knudekrzefterne multipliceret med de tilsvarende
virtuelle flytninger, (3.1.9).

Aygre = 0V'T (3.1.9)

Som i (3.1.6) er de virtuelle flytninger udtrykt i det lokale elementkoordinatsystem.

Ved at sammenstille udtrykkene for de 2 forskellige systemer ses, at det indre virtuelle
arbejde er ens for dem begge, og det medferer direkte, at de ydre virtuelle arbejder ogsa er
ens. Hermed fas umiddelbart (3.1.10), der udtrykker de ackvivalente knudekraefter udfra den
lokale last, p, og flytningsinterpolationsmatricen, IN. Hermed har vi opnaet det gnskede,
nemlig at opstille en rationel beregningsmetode for de akvivalente knudekraefter.

r= / NTpdV (3.1.10)
element

Hensyntagen til fordelt momentbelastning fglger den samme fremgangsmade, men da mo-
mentet laver arbejde igennem drejningen, skal u erstattes med 6. Formlen for knudekrafterne
svarer dermed til (3.1.10), idet N erstattes med en matrix, der interpolerer drejningen langs
elementet.

3.2 Opstilling af systemligninger

I forrige afsnit blev der udledt en formel til bestemmelse af de sekvivalente knudekraefter,
og vi vil herefter undersgge, hvordan systemflytningerne beregnes udfra den skvivalente
knudekraft.

Belastningen pa systemet kan opdeles i en global knudelast og en global elementlast, (3.2.1).

RTotal — RKnudelast + RElementlast (321)

Den globale elementlastvektor fremkommer som en sum over alle elementer med lokal
last. Udfra formel (3.1.10) beregnes bidraget for det i’te element, og resultatet er givet i
det lokale elementkoordinatsystem. Med de transformationsregler vi opstillede i afsnit 2.4,
udtrykkes herefter den lokale elementlast for element i i det globale system, som vist i
(3.2.2).
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globalsystem —1 elementsystem
T - Telemri (322)

Efter at de enkelte lastbidrag er udtrykt i det globale system, skal de samles i den globale
lastvektor svarende til fremgangsmaden i afsnit 2.5. Rent formelt kan summationen af
lastbidragene skrives som vist i (3.2.3).

nlast

iT_ globalsyst
RElementlast — § Al rzg obatlsystem (323)
i=1

hvor A’ udtrykker den topologiske sammenhzang mellem element i og systemet, (2.5.5).
Summationen foretages over det antal elementer med lokal last, nlast. Formlen skal kun
opfattes formelt, og i en konkret edb-implementering udlaegges bidragene fra den lokale
last i den globale lastvektor ved en simpel rutine, der athaenger direkte af elementets start-
og slutknude.

Efter at belastningsvektoren er opstillet lgses systemet pa saedvanlig made, og i efterfgl-
gende afsnit vil vi se, hvorledes snitkraftfordelingen bestemmes.

3.3 Tolkning af beregningsresultater

Efter at systemflytningerne, V, er bestemt, skal de enkelte elementers spaendingsfordeling
beregnes. Indledningsvis skal elementets lokale flytninger bestemmes udfra de globale flyt-
ninger, og herefter skal de transformeres over i det lokale elementkoordinatsystem, idet alle
spaendings- og tgjningsudtryk er bestemt i dette system. Udfra forrige afsnit fas umiddel-
bart udtrykket for element i’s flytningsovertallige i det lokale elementsystem som (3.3.1).

VElementsystem — Telem<AiV) (331)

)

Efter at de lokale flytningsovertallige er bestemt, beregnes snitkraefterne udfra spaendings/t¢j-
ningsrelationen, der er udtrykt i (3.3.2).

o= DBVlElementsystem (332)
I elementer med lokal elementlast skal man yderligere addere snitkraftfordelingen, o, som
vist i (3.3.3).

OTotal = O + O (3.3.3)

Den lokale spaendingsfordeling kan variere vilkarligt, hvorimod spaendingsbidraget fra de
globale knudeflytninger vil variere linezert indenfor det enkelte element.
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Fordelingen af den lokale elementlast kan kun maerkes i det pageeldende element, medens
systemets gvrige opfersel kun styres af de aekvivalente knudekraefter. Dette resultat kendes
ogsa fra den saedvanlige deformationsmetode.

Udbgjningsformen for elementer med lokal last skal som spaendingerne ogsa modificeres
for flytninger fra den lokale last. Dette foretages normalt ikke i feerdige systemer, idet
virkningen som regel er lille, da udbgjningsbidraget er 0 i knuderne. Rent principielt gaelder
der dog (3.3.4).

Utotal = U+ Up (3.3.4)
hvor vii (3.3.4) har anvendt u for at betegne flytningen langs elementet. Bidraget u varierer
som et 3’grads polynomium, som vi har set i afsnit 2.2, medens variationen af uy athaenger

helt af den konkrete lokale belastning, og den behgver end ikke variere som et generelt
polynomium.

3.4 Anvendelse af feerdige systemer

Knuder Elementer
Nr. X Y Nr. | Nr. 1| Nr.R2 | Tveersnit
1 0.0 0.0 # 1 2 2
2> 3.0 | 0.0 2O 2> 3 2
@ﬁ— 0.0 3 3 4 2
4 6.0 0.0 4 2 5 1
5 1.5 | -2.6 5 1 5 3
Knudelast Elementlast
Nr. | B | B | M Nr. | p, Do 0, L,
[(3[0.0/-55(0.0 1 |-15|-15| 00| 3.0
@ 0.0 |[-23 | 05| 1.0

Fig. 3.2: Sammenhang mellem inddata-blokke(relationel struktur)

Fig. 3.3: Fordelt last pa element
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I Figur 3.2 er der givet en sammenhang mellem belastning i form af knude- og elementlast
og elementer og knuder. Som naevnt i afsnit 2.7 kan alle data enten opfattes element- eller
knuderelaterede, og dette fremgar ogsa for de 2 typer belastninger.

I Figur 3.2 antages elementbelastningen at besta af en fordelt last pa elementet som vist i
Figur 3.3. I praksis vil den lokale last kunne defineres pa forskellige mader, men dette ville
komplicere Figur 3.2 ungdigt.

Den lokale last vil normalt besta af enten koncentrerede kraefter eller fordelte laste, og
normalt ikke momentbelastninger. De fleste systemer tillader, at et element belastes med
flere lokale belastninger, hvorved man udfra relativt enkle standardtilfzelde kan opbygge
komplekse belastninger.

Den lokale last defineres mest naturligt i forhold til det lokale elementsystem, men nogle
systemer tillader at belastningen defineres i globale retninger, hvorefter systemet selv fore-
tager de ngdvendige transformationer.

Egenveegt er et eksempel pa en fordelt last virkende efter globale retninger, og de fleste
systemer kan automatisk generere egenvaegtsbidraget.

Uddata fra programmerne vil indeholde snitkraefterne i udvalgte punkter langs elementet,
og brugeren kan normalt selv vaelge antal og placering. De faerreste systemer finder maksi-
mumsveerdier, idet dette kraever ganske omfattende beregninger. Elementlasten kan besta af
et stort antal delbidrag, og det umuligger en analytisk bestemmelse af maksimumsvaerdien.
Som tidligere navnt bliver udbgjningerne normalt ikke korrigeret for den lokale belastning.
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Kapitel 4

Elementmetoden som
tilnsermelsesmetode

I dette afsnit vil vi beskaeftige os med en meget vaesentligt egenskab ved elementmetoden
nemlig muligheden for at opstille tilnaermede lgsninger.

For linezere statiske bjeelkeberegninger er tilnaermelsesprincippet normalt ikke sa afggrende,
men for skive-, plade- og skal-eksempler er det helt essentielt. Gennemgangen vil tage
udgangspunkt i et konkret eksempel, der ikke kan lgses eksakt med den stivhedsmatrix, som
er opstillet i de tidligere afsnit. Vi gennemgar forskellige muligheder, og viser herigennem
elementmetodens muligheder for pa enkel vis at tage hensyn til faenomener, der ellers
kraever en mere detaljeret analytisk lgsning.

Tilnzermelsesprincippet bliver behandlet senere i afsnittet om stabilitetsberegninger, og her
er det af vaesentlig betydning for at kunne opstille hensigtsmaessige beregningsmetoder.

4.1 Bjalke med varierende inertimoment - analytisk lgs-
ning

Vi betragter en indspaendt bjaelke med ikke-konstant inertimoment, som er pavirket af en
enkeltkraft, P, i den frie ende, se Figur 4.1.

x
4

Fig. 4.1: Indspeendt bjalke med varierende inertimoment
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Inertimomentet antages at variere linesert som vist i (4.1.1).

I = Io(1 + kz) (4.1.1)

hvor k > —%.

For at kunne sammenligne forskellige alternative metoders ngjagtighed vil vi i forste om-
gang lgse ovenstaende problem eksakt (analytisk).

Ud fra ligevaegtsligningerne ser man umiddelbart, at momentet i bjaelken varierer linesert
som vist i (4.1.2).

M(z) = —Px (4.1.2)

Bjelkens styrende differentialligning blev defineret i (2.2.1), og er gentaget i (4.1.3). I dette
tilfaelde vil I atheenge af x.

M
EI(z)

— (4.1.3)

Lgsningen af differentialligningen foregar ved direkte integration, og udnyttelse af rand-
betingelserne i den indspandte del. I lgsningen tages der ikke forbehold for tilfszeldet £ = 0,
som svarer til konstant tvaersnit. Ved raekkeudvikling af udtrykkene kan man nemt - men
dog med en del beregninger - vise, at formeludtrykkene svarer til udtrykkene med konstant
tveersnit. En vigtig pointe er dog, at man ikke kan udfgre graenseovergangen "numerisk'"ved
at indsaette tilpas sma veerdier af k. Arsagen er, at beregningen vil involvere differenser
mellem store tal, og p.gr.a. den begraensede regnengjagtighed vil denne forskel dermed blive
meget usikkert bestemt. Dette forhold vil blive diskuteret lidt naermere i afsnit 4.5.

Drejningen, § = —w, findes som vist i (4.1.4).
v Px
6 = — | —/—F———d
(z) /0 Elo(1+kx)""
P [
S d
EIO/O 1+ ke
Pz 1
= —(——=n(1+k A 4.1.4
T (E — il + k) + A (4.14)

Idet A(l) = 0, kan den arbitraere konstant, A umiddelbart bestemmes, (4.1.5).

P 1 1

og dermed kan 6 skrives som (4.1.6).
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P z 1 [ 1
6 = —(—=h(l+kr)— - — = In(1+kl 4.1.
(1) = e (E = (U4 k) = — (1 + ) (1.16)
Drejningen i den frie ende er vist i (4.1.7).
00) = - L2 (2 In(1 + k1)) (4.1.7)
= —— (57— n 1.
Ely Kkl (kl)?

Ved rakkeudvikling af (4.1.7) kan man vise, at for & — 0 findes drejningen, (4.1.8). Dette
resultat svarer til det velkendte udtryk for en indspaendt bjeelke med konstant tveersnit
pavirket af en kraft, P, i den frie ende.

1 PI?

Yderligere integration af 6 giver flytningen w, som vist i (4.1.9).

P 122 1.1
S Y e | In(1 .
w(x) EIO(Q k k2(k( + kz)In(1 + kx) — 2)
{ 1
—5% + e In(1 + kl)x + B) (4.1.9)

Idet w(l) = 0 kan den arbitraere konstant, B, bestemmes, og w kan skrives som (4.1.10).

P o122 1.1 I
w(z) = E—Io(gz—E(E(1+kx)1n(1+kx)—x)—gx
1 1102 [ 1

Flytningen i den frie ende er vist i (4.1.11).

P11 1 1
=— (= — 7+ —=In(l+ &l 4.1.11
WO =55 Gm e T gy R ED) (4.1.11)
Ved raekkeudvikling af (4.1.11) kan man vise, at for £k — 0 findes flytningen, (4.1.12). Som
fgr svarer dette til det velkendte udtryk for en indspaendt bjaelke med konstant tvaersnit
pavirket af en kraft, P, i den frie ende.

PP

0) =-—+ 4.1.12
w0) = 377 (4.1.12)
Igennem (4.1.7) og (4.1.11) er der opstillet formeludtryk for drejning og flytning i den frie
ende, som kan bruges som sammenligningsgrundlag ved gennemgang af de 3 principielt

forskellige beregningsmetoder, der gennemgas i det folgende.
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4.2 Beregningsmetoder - bjalker med konstant tvaersnit

Den mest enkle made at lgse problemet pa bestar i at opbygge bjalken af et antal bjalke-
stykker med konstante tveersnitskonstanter. Ved denne tilnsermelse - eller diskretisering
- begas en fejl, der kan minimeres ved at bruge et stgrre antal elementer. I Figur 4.2 er
der vist en elementinddeling med 4 elementer, og tvarsnitskonstanterne er bestemt som
middelvaerdien af de tilsvarende konstanter i start- og slutknude for den virkelige bjaelke.

P

| e \

-

Fig. 4.2: Ikke-konstant tvaersnit opbygget af 4 konstante elementer

For at fa et indtryk af fejlen ved tilnaermelsen er der i Tabel 4.1 opstillet resultater for
forskellige elementinddelinger.

Som det fremgar af tabellen skal der anvendes et relativt stort antal elementer for at fa en
acceptabel ngjagtighed. Fordelen ved metoden er, at der ikke kraeves et saerligt element,
men til gengaeld skal man inddele konstruktionen mere detaljeret, og dette giver bade flere
ind- og uddata samt en laengere beregningstid.

Antal % Afvigelse
Elementer | w 0
1 30.30 | 10.29
2 8.58 | 5.04
3 3.92 | 2.99
4 2.22 | 1.97
6 0.98 | 1.02
8 0.55 | 0.62
12 0.24 | 0.30
16 0.14 | 0.17

Tabel 4.1: Elementantallets indflydelse pa beregningsngjagtigheden

4.3 Tilnsermede formfunktioner

Ved anvendelsen af elementer med konstante tvaersnitskonstanter far det enkelte elements
start- og slutknude tildelt samme stivhedsegenskaber, selvom dette er i abenlys modstrid
med virkeligheden. F.eks. er modstanden mod drejning stgrst for den knude med det storste
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inertimoment. En umiddelbar forbedring af metoden bestar i at foretage en egentlig inte-
gration af stivhedsmatricen udfra formel (2.3.8), der er gentaget nedenfor af overskueligheds
grunde.

k = / B DB dV (4.3.1)
element

I (4.3.1) betegner B tgjningsfordelingsmatricen, og i dette afsnit tilnaermes B til de tilsvarende
tojningsfordelingsudtryk for elementer med konstante tversnit. Denne fremgangsmade
betegnes at anvende Tilnermede Formfunktioner.

Anvendelse af tilnermede formfunktioner medferer, at ligevaegtsligningerne ikke opfyldes
eksakt, og vi kan derfor ikke forvente en korrekt repraesentation af flytninger, tgjninger
og snitkreefter. Vi kan f.eks. betragte udtrykkene for flytning og drejning for eksemplet
med den indspzendte bjelke pavirket af en enkeltkraft, (4.1.6) og (4.1.10). I formlerne
optraeder logaritmiske udtryk, og det kan ikke svare til 3’grads polynomier, som var flyt-
ningsudtrykket for bjalker med konstant tykkelse.

Modseetningen til Tilnermede Flytningsfunktioner er Eksakte Formfunktioner, og i det
efterfglgende afsnit vil vi undersgge, hvorledes disse kan anvendes, og hvilke komplikationer
det medforer.

I det folgende vil vi kun betragte bgjningsstivheden, og ved integration af stivhedsele-
menterne fas (4.3.2). Startknuden af elementet er placeret i = 0 og slutknuden i z = [.

12%2011 6%012 —12%2011 6%041
EIO 6%012 4022 _6%012 2024

kBﬂ]mng == T _12%011 _6%012 12%011 —6%014 (432)
6+C1a 20y  —67Cyy  4Cuy
hvor faktorerne C1; — Cyy er givet ved (4.3.3).
Cyy = 1+ 1kzl
11 = 5
1
012 - ]. + gk’l
1
022 - 1 —+ z_lkl
2
Cuy = 1+ =kl
3
1
Coy = 1+ =kl
2
3

I dette tilfzelde er det relativt enkelt at udfgre integrationen analytisk, og hvis tveersnit-
skonstanterne varierer mere kompliceret, anvendes numerisk integration typisk i form af
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Gauss integration. I edb-programmer anvender man stort set altid numerisk integration,
idet det bade er hurtigere i regnetid og mindre pladskraevende. Gauss-integration kan ved
passende hgj integrationsorden ggres eksakt for polynomier (under hensyntagen til den
endelige regnengjagtighed).

Nedenfor er i Tabel 4.2 angivet resultaterne for tilspidsede elementer, og for sammenlignin-
gens skyld er medtaget resultaterne fra det forrige afsnit.

Konstante elementer | Tilspidsede elementer
Antal % Afvigelse % Afvigelse
Elementer w 0 w 0
1 30.30 10.29 -0.62 2.82
2 8.58 5.04 -0.17 0.77

Tabel 4.2: Elementantallets indflydelse pa beregningsngjagtigheden

Af tabellen fremgar, at der er en klar forbedring af resultaterne sammenlignet med el-
ementer med konstante tveersnit. Fordelen ved de tilspidsede elementer er, at der ikke
krzeves en kompliceret udledning, og at det er nemt at etablere i et edb-program. Sammen-
ligningen er foretaget pa flytninger, men i naeste afsnit vil vi sammenligne snitkraefterne,
som er mere vasentlige i en dimensionering.

4.4 Eksakte formfunktioner

I dette afsnit vil vi bestemme de korrekte eller eksakte udtryk for flytningsinterpolationen.
Da beregningsomfanget er ganske stort, vil vi kun betragte formfunktioner svarende til
flytningerne i den frie ende. Herved far vi mulighed for at beregne det oprindelige eksempel,
men til gengaeld er det ikke muligt at opstille alle elementerne i stivhedsmatricen.

Af overskueligheds grunde opstilles de styrende ligninger nedenfor, selvom de kan findes i
tidligere afsnit.

Den styrende differentialligning er givet ved (4.4.1).

M
El(x)

—w (4.4.1)

hvor ET er givet ved (4.4.2).

EI = Ely(1 + kz) (4.4.2)

hvor k£ > —%.

Momentet i elementet vil variere linezert, idet vi kun forudssetter last i knuderne. Dette
medferer, at forskydningskraften er konstant, og dermed at momentet er linezert varierende,
som vist i (4.4.3).
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Formfunktion for w,

w
0
//
Vi
02 e
/
/¥
—0.4 /// — FEksakt
/
06 N/ -——=Approximativ
—VU. 7
/J
V
08 /s
7/
///"
-1.0

0 02 04 06 08 1.0 z/¢

Fig. 4.3: Formfunktioner for flytning w;

Formfunktion for 6,

w/
0 —=
,/,/
-
o1 N | —— Fksakt
' \\ /// -——-Approximativ
0.2

0 02 04 06 08 1.0 z/¢

Fig. 4.4: Formfunktioner for drejning 6,

M(x) =mo+ myz (4.4.3)
Integration af den styrende differentialligning bestemmer det principielle udseende af w.

Formen er angivet i (4.4.4), og vi veaelger at bibeholde denne form a.h.t. senere rackkeud-
viklinger.

la , a 1+ kx

w(z) = 577 +(_E+b) 2 In(1 + kx)
~(—7+b) +er+d (4.4.4)

hvor a, b, c og d er arbitraere konstanter, der findes udfra randbetingelserne.

Udfra den principielle sammenhang i (4.4.4) kan formfunktionerne for de flytningsover-
tallige i knuderne bestemmes. Beregningerne er relativt omfattende, og funktionssammen-
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Formfunktion for w;

rcl?
20
10
\\ —— Fksakt
\\\\ -——-Approxrimativ
0 S~ S
-10

0O 02 04 06 08 1.0 z/¢

Fig. 4.5: Interpolation af x fra w;

Formfunktion for 6,

Kl
10.0

50 \\\\\ — Fksakt
0o RIx=p o -——-Approximativ

-
-
-

—5.0+
0O 022 04 06 08 1.0 z/¢

Fig. 4.6: Interpolation af « fra 6,

hangen kompliceret med logaritmiske udtryk. I denne sammenhaeng er det konkrete forme-
ludtryk mindre vaesentligt, og vi har derfor blot optegnet formfunktionerne for henholdsvis
flytning og drejning i Figur 4.3 og 4.4. Figurerne indeholder for sammenligningens skyld de
tilsvarende tilnaermede formfunktioner, og kurverne er bestemt for k&l = 8, d.v.s. en ret stor
tilspidsning. Elementets knuder er placeret saledes, at det mindste tvarsnit er placeret i
den frie ende. Ved rakkeudvikling af formfunktionerne kan man vise, at de for £ — 0 gar
over i de tilsvarende polynomiale udtryk. Dette kraever noget regnearbejde.

Figurerne viser, at der specielt for den drejningsovertallige, 6, er ret stor forskel mellem de
tilnaermede og eksakte formfunktioner.

Pa basis af flytningsinterpolationen, der definerer N-matricen, kan vi opstille udtryk for
interpolationen af krumningen ved passende differentation. Som for vaelger vi at optegne
kurverne for kl = 8, som vist i Figur 4.5 og 4.6.

Sammenligningen med de tilnaermede tgjningsinterpolationsfunktioner viser en endnu stgrre
afvigelse end for flytningsinterpolationen. Dette er ventet, idet tgjningerne fas som de an-
den afledede af flytningerne (med modsat fortegn). En funktionstilpasning vil altid give
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Resulterende flytning

W/ We—1
1.0
0.8 \
06 \ —— Fksakt
04 \\ -——-Approximativ
02 \\
AN

0
0 02 04 06 08 1.0 z/¢

Fig. 4.7: Resulterende flytninger

det bedste resultat for den primare variabel, og tilnaermelsen bliver darligere for de hgjere
afledede.

Udfra B-matricen kan man bestemme k-matricen, og dette kan med noget regnearbejde
ggres analytisk. I denne sammenhang gnsker vi kun at beregne det konkrete eksempel, og
vi kan derfor ngjes med at beregne den gverste, venstre fjerdedel af matricen, som vist i
(4.4.5).

. kll le
kReduceret - |: k21 k‘gg :| (445)

Vi vil som for af pladshensyn ikke vise de analytiske udtryk for k-matricen, men udregne
den for konkrete vaerdier af k og [, som vist i (4.4.6). Af hensyn til sammenligningen er det
tilsvarende udtryk for k udregnet udfra de tilneermede formfunktioner, (4.4.7).

47.09 15.55
60 22

I formlerne er anvendt kl = 8 og | = 1.

En sammenligning af stivhedsmatricerne viser store forskelle, og man ville umiddelbart
forvente en tilsvarende forskel i deformationerne. Udregning af ligningssystemet giver imi-
dlertid en meget bedre overensstemmelse, som vi allerede viste i forrige afsnit. Den eksakte
stivhedsmatrix giver indenfor regnengjagtigheden det korrekte svar som er bestemt i afsnit
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Resulterende moment
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Fig. 4.8: Resulterende momenter

4.1. T Figur 4.7 er flytningerne langs elementet optegnet for de 2 beregningsmetoder, og
afvigelsen er for alle praktiske formal ligegyldig.

Anvendelsen af tilnszermede formfunktioner er central for elementmetoden ved andre kon-
struktionstyper som skiver, plader eller skaller. Beregningsresultaternes ufglsomhed overfor
formfunktionerne er grundlaeggende for elementmetodens store udbredelse, og ved at basere
udledelsen pa arbejdsprincipper sikres, at systemet i middel opfylder ligevaegtsligningerne.

I Figur 4.8 er momentfordelingen for de 2 fremgangsmader optegnet, og som ventet giver
den eksakte metode den korrekte linesere sammenhang, medens den tilnsermede er no-
get darligere. Dette er forventeligt, idet krumningerne er bestemt som de anden afledede,
og derfor er darligere bestemt. Den tilnzermede metode opfylder kun i middel de statiske
betingelser, og dette betyder, at der i den frie ende optraeder et moment, som af statiske
grunde er forkert. Pa Figur 4.8 er momentet for den tilnsermede metode korrekt i 2 punk-
ter, som netop svarer til integrationspunkterne for Gauss-integration af orden 2. Dette
forhold er af mere generel karakter, og ved skive- eller plade-problemer vil man ofte fa
spaendingerne beregnet i Gauss-punkterne, idet disse forventes at veere mere ngjagtige.
Alternativt kan man interpolere spandingsfordelingen udfra Gauss-punkterne alene, og
dermed fa vaerdierne pa randen.

Fordelene ved at anvende eksakte formfunktioner er forst og fremmest, at resultaterne
bliver korrekte, og dernaest at man ikke behgver at underinddele elementer, og kan ngjes
med sakaldte "naturlige"elementer. Ulemperne er forst og fremmest de meget omfattende
algebraiske beregninger, og den manglende generalitet, idet man ikke for alle tilfaelde kan
lgse de indgaende differentialligninger eksakt. En tredie ulempe er de numeriske problemer,
der kan opsta i elementer, hvor f.eks. tvaersnitsvariationen er meget lille. I overgangszonerne
ma man programmere alternative raekkeudviklinger af matricerne, hvilket gger program-
meringsarbejdet betydeligt. Som en sidste ulempe kan man papege, at beregningerne vil
tage et meget voldsomt omfang, hvis lokallast pa elementet skal medtages.
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4.5 Konklusion

I de forrige afsnit er der undersggt 3 alternativer ved beregning af elementer, hvor tveersnit-
skonstanterne varierer. Pa basis af dette kan man udtraekke nogle generelle konklusioner,
som dels daekker elementmetoden mere generelt, og dels vedrgrer valget mellem eksakte og
tilnsermede formfunktioner.

e Tilnzermede Formfunktioner

Flytninger bestemmes meget ngjagtigt.

Spaendingerne, der fas som afledede funktioner af flytningerne, bestemmes rela-
tivt darligere.

Speendingerne er normalt bedst bestemt i Gauss-punkterne.

Nemt at programmere i tilspidsede elementer, idet man i integrationen af stivheds-
matricen blot skal medtage variationen af D-matricen.

e Eksakte Formfunktioner

- Kraever et ret stort analytisk arbejde.

- Formeludtrykket kan afhaenge af snitkraftfordelingen (fremgar af naeste kapitel),
hvorved der formuleres et iterativt problem.

- Begraenset generalitet.

- Opnar de korrekte svar, men der kan opsta numeriske problemer i graenseover-
gange.
- Ingen underinddeling af "naturlige"elementer.

Valget mellem eksakte og tilnaermede formfunktioner er ikke entydigt, men i det fglgende
vil vi udelukkende anvende de tilnaermede udtryk, idet disse har en mere generel karakter.
Til gengaeld for dette valg ma vi acceptere, at elementinddelingen vil have indflydelse pa
ngjagtigheden af Igsningen.
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Kapitel 5

Stabilitet af rammesystemer

I dette afsnit vil vi opstille en beregningsmetode til bestemmelse af stabilitetssvigt af plane
rammesystemer. Metoderne kan nemt generaliseres til rumlige rammer, men der bliver
hermed ikke umiddelbart taget hensyn til kipningsfaenomenet, der giver en udknaekning
bestaende af en kombination af bgjning og vridning af bjeelkeelementerne. Kipningssta-
bilitet athaenger yderligere af lastens angrebspunkt i tvaersnittet, og kommercielle pro-
grammer kan normalt ikke handtere kipning.

AP ‘

APLEE

D

Fig. 5.1: Stabilitetssvigt af sgjle

Udgangspunktet for beregningsmetoden er, at der som vist i Figur 5.1 eksisterer et last-
niveau, A, for hvilket, der eksisterer mere end én ligevaegtstilstand. Ved at anvende Virtuelt
Arbejdes Princip i de to ligevaegtstilstande opstilles ligninger til at bestemme det lastniveau,
hvor stabilitetssvigtet kan forekomme, og den tilhgrende form pa tilleegsudbgjningerne, der
betegnes svigtformen eller buleformen.

Elementmetodeligningerne resulterer i et [lineert egenverdiproblem, og i praktiske kon-
struktionsberegninger gnsker vi at bestemme den laveste egenveerdi (eventuelt de laveste).
Egenveerdiproblemer karakteriserer generelt stabilitetsproblemer, som findes indenfor andre
fagomrader som reguleringsteknik og elektriske kredslgb. Konstruktioners egenfrekvenser
kan ogsa beregnes som et lineart egenveerdiproblem.
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5.1 Stabilitetssvigt

Stabilitetssvigt af konstruktioner kan ske pa to principielt forskellige mader, idet konstruk-
tionen enten har naet en maksimal bareevne eller undergar en markant sendring i ud-
bgjningsform. Det forste faenomen kaldes Grenselastinstabilitet eller Limit Load Buckling,
medens det andet betegnes Forgreningsinstabilitet eller Bifurcation Buckling. (Buckling
overszttes for en bygningsingenigr normalt til stabilitet(ssvigt) eller for en maskiningenigr
til buling, og bifurcation betyder forgrening).

Rammekonstruktioners stabilitetsopfgrsel vil normalt vaere karakteriseret ved Bifurcation
Buckling, og vi vil derfor i det folgende udelukkende behandle dette. Konstruktioner, der
karakteriseres ved Limit Load Buckling, har en mere kompliceret ikke-linezer opfersel.
Lastoptagelsen i sadanne konstruktioner vil veere fglsom overfor f.eks. samspillet mellem
membrankreaefter (normalkraften i en bjalke) og bgjningsmomenter eller konstruktionens
flytninger (f.eks. et stangsystem med store flytninger). Beregningsmetoderne til Limit Load
Buckling omfatter en total beregning af last/deformationsforlpbet, og kraever dermed ret
store beregningsomkostninger. I forbindelse med stadigt slankere konstruktioner og ¢get
hensyntagen til ikke lineser samlings- og/eller materialeopforsel ma man dog forvente et
stigende behov for limit load beregninger af rammekonstruktioner. Bifurcation Buckling

P

Fundamentalvej

Bifurkationsvej

Fig. 5.2: Linezer fundamentalve]

omfatter den sakaldte klassiske stabilitetsteori, der kan bestemme de lastniveauer for hvilke,
der er mere end én ligevaegtstilstand. Den implicitte forudsaetning i den klassiske stabilitet-
steori er, at konstruktionen indtil stabilitetssvigtet opforer sig linesert, som vist i Figur
5.2. Denne forudsatning er rimelig for rammekonstruktioner, men f.eks. ikke altid indenfor
skaller (korte). For den lineaere tilstand er der allerede i de forrige kapitler opstillet en ele-
mentmetodelgsning, og vi vil for fuldsteendighedens gentage formlen her, idet vi betegner
lasten ARy fas (5.1.1).

KV = )R, (5.1.1)

hvor K er den globale stivhedsmatrix, og V er systemflytningerne. Ry kan opfattes som
en slags enhedslast svarende til A = 1.

Spaendingstilstanden i konstruktionen kan skrives som Ao, hvor spzendingstilstanden o
svarer til enhedslasten Ry.
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Tilstanden for buling (Prebuckling) betegnes fundamentaltilstanden, og da vi yderligere
antager linearitet beskrives vejen som en Lineer fundamentaltilstand.

Asymmetrisk a #0

-
F ==
FPrnax CT //’/
A/ -——-Imperfekt
— Ideal
w
E——

Fig. 5.3: Asymmetrisk stabilitetsopfgrsel

Den klassiske stabilitetsteori beskriver udelukkende lastniveauet, A.. (cr : critical), og bule-
formen, medens forholdene efter buling (postbuckling) ikke beskrives. Ved sékaldte asymp-
totiske analyser kan man opstille udtryk for opfarslen efter buling, idet de dog i princip-
pet kun geelder for vilkarligt sma udbgjninger. Ved sammenligning med fuldt ikke-linesere
beregninger viser det sig imidlertid, at de asymptotiske beregninger har et relativt stort
gyldighedsomrade.

Igennem den asymptotiske analyse kan konstruktionerne deles op i 2 hovedgrupper, de
asymmetriske og de symmetriske. Pa Figur 5.3 er optegnet opfgrslen for en asymmetrisk
konstruktion, der fra den asymptotiske analyse er karakteriseret ved, at a # 0. Lastniveauet
er afbildet som en funktion af en karakteristisk udbgjning, w, der for en simpelt understgttet
sgjle ville svare til tveerudbgjningen i midten. I Figuren er der yderligere optegnet opfgrslen
af en imperfekt konstruktion, og det bemaerkes, at den maksimale last P,,,, er mindre end
den kritiske last, P... Rammekonstruktioner kan have en asymmetrisk opfersel, men ellers
vil det mere typisk vaere skalkonstruktioner.

Imperfektioner vil normalt besta af forhandskrumninger, der ikke giver spandinger i bjaelken,
men imperfektioner kan ogsa fremkomme pa anden made f.eks. fra ikke-central lastpaforsel
eller residualspeendinger. I Figurerne 5.3 og 5.4 er de imperfekte konstruktioners opfersel
optegnet for et bestemt imperfektionsniveau, og jo stgrre imperfektion jo stegrre afvigelse
fra den ideale eller imperfektionsfri konstruktions opforsel.

Man kan vise, at de farligste geometriske imperfektioner har form som buleformen. Hermed
kan man fa et normeringsgrundlag for sammenligninger af imperfektioner, og buleformen
far en central betydning ved vurdering af imperfektionsfglsomheden.

I Figur 5.4 er der optegnet symmetriske postbucklingopfersler, og disse kan underopdeles i
3 grupper athaengigt af stgrrelsen, b, der bestemmes i den asymptotiske analyse. Sgjler vil
svare til de postbuckling neutrale, og her har imperfektionerne kun den betydning, at ud-
bgjningerne bliver stgrre, medens den maksimale baereevne med god tilnaermelse kan saettes
til den klassiske kritiske last. Foldning af plader giver en postbuckling stabil opfersel, og
det betyder, at der er en betydelig baereevne udover stabilitetslasten. Postbuckling beteg-

51



Postbuckling neutral b=0 Postbuckling stabil 6>0

0 \
PC?" \\PC’I" _/
\\\ /,— \\\ ///
it Wi
--—- Imperfekt --—- Imperfekt
—— Ideal —— Ideal
w w
I _—

Postbuckling instabil b<0

e
Pmax PCT
~— N/ T~
W -——-Imperfekt
— Ideal
w
E——

Fig. 5.4: Symmetrisk stabilitetsopfersel

nes ogsa det post-kritiske omrade, og ved beregninger af tyndpladekonstruktioner i stal
eller stressed-skin konstruktioner i trae tillades, at denne ekstra baereevne indregnes. Sta-
bilitetslastens betydning er her, at systemets virkemade andres, idet pladen far kraftige
tvaerudbgjninger. Dette medforer indirekte en nedsaettelse af aksialstivheden, som har be-
tydning for den samlede optagelse af last.

Skalkonstruktioner kan veere postbucklinginstabile (b < 0), og disse konstruktioner er
som de asymmetriske Imperfektionsfolsomme. Den klassiske kritiske last kan overvurdere
bareevnen betydeligt, men udfra imperfektionsniveauet kan man opstille asymptotiske
gyldige formler for baereevnen udfra den klassiske kritiske last. Rumgitre kan vaere imper-
fektionsfolsomme, og den normale dimensioneringsmetode tager implicit hensyn til dette
ved empirisk at nedsatte lastniveauet i forhold til en beregning baseret pa den klassiske
kritiske last.

I det folgende opstilles kun beregningsmetoder til bestemmelse af den klassiske kritiske
last, men man ma i fremtiden forvente et stigende behov for en vurdering af postbucklin-
gopfgrslen. Specielt vil imperfektionsfglsomheden blive inddraget mere direkte i analyserne,
og ikke som nu blive behandlet udfra empiriske formler.
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5.2 Ikke-linezert tgjningsmal

dS,
A
w
W+ W zdS
ul |
uU+u dsS,

Fig. 5.5: Deformationsmal

For at kunne behandle stabilitetsfaenomener er det ngdvendigt at indfere et tgjningsmal,
der er ikke-linezert. I et ikke-lineaert tgjningsmal indgar en eller flere af de flytningsafledede
pa en ikke-linezer made f.eks. kvadratisk. Hermed far vi mulighed for at beskrive sammen-
haengen mellem aksialtgjningen og tveerudbgjningen svarende til, at bjelken forlenges,
hvis den far en tveerudbgjning. I den linezre teori kan dette faenomen ikke beskrives, og
det ikke-linezere tgjningsmal er altsa en bedre tilnzermelse til virkeligheden. Anvendelse af
det ikke-lineaere tgjningsmal er ogsa ngdvendig ved beregning af imperfekte konstruktioner,
hvor man beregner den fuldt ikke-lineaere last-flytningssammenhaeng.

I Figur 5.5 er der optegnet deformationen af et element, dSy, og vi gnsker i fgrste omgang
at bestemme lengden af det deformerede element, dS.

Ved anvendelse af Pythagora’s fas direkte, (5.2.1).

45 = \/(dSo+1.dS)? + (w,dSo)?
= dSo/1+2uy +u,? +w,? (5.2.1)

Idet vi definerer t@gjningen, €., som forskellen mellem det deformerede og det udeformerede
element i forhold til den oprindelige leengde, fas (5.2.2)

& =\1+2u, +u,2+w,?2—1 (5.2.2)

Man kan benytte forskellige definitioner af tgjningsmalet ved den ikke-linezer opfgrsel, men
da vi forudsaetter sma tgjninger og store flytninger har det ingen praktisk betydning. For
en uddybning af emnet henvises til litteraturen om kontinuummekanik.

Tgjningerne antages som sagt at vaere sma, og derfor raekkeudvikles formlen. Vi benytter
VI+e2=1+ e og far (5.2.3)

1 1
€r = Ug + 5%2 + §w,x2 (5.2.3)

53



For en typisk rammekonstruktion er aksialstivheden langt stgrre end bgjningsstivheden
(mélt pa en passende dimensionslgs méade), og derfor vil der geelde, at u,? < w2 Herved
kan tgjningsmalet reduceres til (5.2.4).

1
€r = Uy + §w7x2 (5.2.4)

Med henblik pa den senere anvendelse opdeles tgjningsmalet i en lineaer og ikke-lineger del.
Krumningstgjningen antages stadig at vaere linezer, og man far dermed (5.2.5).

€ = 6linea€r+€ikke—lmewr
1 2
_ ny §w,x
{ g }+{ ' } (5.2.5)

5.3 Arbejdsprincip

Fremgangsmaden er at opstille Virtuelt Arbejdes Princip i 2 nabotilstande, der har samme
lastniveau. Herved kan man opstille et udtryk til bestemmelse af forskellen i flytningerne
mellem de 2 nabotilstande. Den veerdi af lastparameteren, A, for hvilke der eksisterer
egentlige lgsninger af tillegsflytningerne, defineres som den kritiske last.

Den forste tilstand veelger vi svarende til fundamentalvejen, og vi betegner den som 0-
tilstanden. Idet fundamentalvejen antages linezer, fas spaendingsfordelingen, o, i konstruk-
tionen udfra den linesere elementmetodelgsning, som beskrevet i afsnit 5.1. T@jningsdefi-
nitionen er linezer, og hermed er de virtuelle tgjninger ogsa linezere, som vist i (5.3.1).

560:{ Otz } (5.3.1)

—0W 4

Virtuelt arbejde anvendt pa hele konstruktionen giver (5.3.2).

/ " 5%V = Aygpe (5.3.2)
konstruktion

Den anden tilstand betegnes 1-tilstanden, og velges at ligge pa den bifurkerede gren.
Spendingerne og flytningerne i denne tilstand opfattes som en sum af stgrrelserne pa
fundamentalvejen plus nogle tillaegsled som vist i (5.3.3).

ol = o'+ Ao
vl = VP4 AV (5.3.3)
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Ved opstilling af det Virtuelle Arbejdes Princip er det afggrende, at tgjningsmalet pa
den bifurkerede vej ikke er linezert. De virtuelle tgjningsinkrementer, d€', afhzenger af det
niveau, som flytningerne har det pagseldende sted. I formel (5.3.4) er udtrykket skrevet
op, idet vi udnytter opdelingen af tgjningerne i en lineaer og en ikke-linezer del, som vist i
(5.2.5).

1 _ 1 1
de - 5€linewr+5€ikke—linewr

S, wh dw,
[ ey o

Formeludtrykket for det ikke-lineaere bidrag kan fas ved at differentiere m.h.t. w ., og tolke
den virtuelle tgjningsaendring som differentialkvotienten gange den virtuelle sndring i w ;.
I (5.3.4) ses, at flytningerne i udgangstilstanden, w', har betydning for stgrrelsen af de
virtuelle tgjninger.

Herefter kan det Virtuelle Arbejde opskrives i 1-tilstanden som vist i (5.3.5).

/ o5 dV = Aygre (5.3.5)
konstruktion

Ved at veelge de samme virtuelle flytninger i de 2 tilstande opnar man, at det ydre arbejde
er ens i de 2 tilfelde. Hermed fas formel (5.3.6), der giver et sakaldt variationsprincip til
bestemmelse af tilleegsflytningerne, AV.

/ o' 5eldV = / "7 5e%dV (5.3.6)
konstruktion

konstruktion

Ved at benytte (5.3.3) og (5.3.4) kan (5.3.6) omskrives til (5.3.7).

0T ¢ 1 Tg 1
/ o 56lineo€rdv + / AO’ 66linewrdv
konstruktion konstruktion

0T ¢ 1 _ 0T ¢ 0
—I—/ 0" 0€11e_tineardV —/ o’ dedV (5.3.7)
konstruktion konstruktion

I (5.3.7) har vi bortkastet hgjere ordens led, der athaenger kvadratisk i tillsegsstorrelserne,
idet vi kun er interesseret i graensetilfeeldet, hvor vi netop far egentlige lgsninger for tillaegs-
flytningerne.

De lineaere udtryk for de virtuelle tgjninger er uathaengige af tilstanden, d€j;,,. gz = 0€%.. s
og hermed kan variationsprincippet skrives som (5.3.8).

/ AJTéelline(BrdV + / UOTéegkke—linea?rdV =0 (538)
konstruktion

konstruktion
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Hermed er der opstillet et variationsprincip til bestemmelse af tilleegsflytningerne og dermed
tilleegsspaendingerne. I naeste afsnit vil vi foretage en diskretisering af udtrykket, idet vi ind-
forer en tilnaermet beskrivelse af flytningstilstanden i de enkelte elementer. Det resulterende
problem bliver hermed et linezert egenvaerdiproblem, og den numerisk laveste egenvaerdi vil
netop svare til stabilitetslasten og egenfunktionen til den tilhgrende buleform.

5.4 Opstilling af geometrisk stivhedsmatrix

Den styrende differentialligning for en bjalke pavirket af en normalkraft, NV, er givet ved
(5.4.1).

N

w, FoT (5.4.1)

Lgsningerne til differentialligning afheenger af normalkraftens fortegn, men i begge tilfaelde
udtrykkes lgsningen med parameteren, k, der er defineret i (5.4.2).

N |
k* = V] 5.4.2
i (5.4.2)
Lgsningerne kan skrives som (5.4.3).
w(z) = Cysinkx + Cycoskzr + Csx + Cy for N <0 (5.4.3)
| Oysinhkz 4+ Cycoshkx + Csx +Cy  for N >0 o

hvor C'y — Cy er arbitraere konstanter, der bestemmes af randbetingelserne.

Differentialligningens 2 principielt forskellige lgsninger skyldes, at tveerudbgjningen hen-
holdsvis formindskes af en traekkraft og forgges af en trykkraft. For & — 0 svarer w(x) til
de sadvanlige formfunktioner for det lineare tilfaelde, se kapitel 2.

Med udgangspunkt i (5.4.3) kan man opstille formfunktionerne for w og dermed for de
afledede. Fremgangsmaden kaldes - som beskrevet i kapitel 4 - at anvende eksakte form-
funktioner. Rent beregningsteknisk volder det imidlertid nogle vanskeligheder, hvilket kan
ses af, at k, som udtrykker bjaelkens relative normalkraftpavirkning, indgar ikke-linezert i
formfunktionerne. Ved en beregning med eksakte formfunktioner skal man fgrst skgnne nor-
malkraftfordelingen i konstruktionen, og derefter kan formfunktionerne bestemmes. Udfra
formfunktionerne kan man benytte variationsprincippet (5.3.8) til at afggre om konstruktio-
nen er stabil, og herefter kan man skgnne en ny normalkraftfordeling. Proceduren gentages
indtil afvigelsen mellem det skgnnede og det beregnede er tilpas lille, og metoden svarer
til at lgse et ikke-linezert egenvaerdiproblem. Vi vil i det fglgende benytte en alternativ
fremgangsmade baseret pa tilnaermede formfunktioner. Lgsningen vil hermed afhaenge af
elementinddelingen, men til gengeeld er selve proceduren langt mere enkel, idet vi blot skal
lgse et linesert egenvaerdiproblem.
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I det folgende benyttes formfunktionerne svarende til det linezre tilfeelde, og da vi skal

benytte w, i variationsprincippet, opskrives denne udfra formfunktionerne som vist i
(5.4.4).

w, =Gv (5.4.4)

hvor matricen, G er defineret i (5.4.5) og (5.4.6). Indholdet i G fas som 2. rackke i flyt-
ningsinterpolationsmatricen, N, differentieret m.h.t. z, se (2.2.17) og (2.2.18).

1
GZZ[O g 92 0 —g1 g3 ] (5.4.5)

¢ = 65— 65>
g2 = I(—1+4s5—3s?
g3 = (25 —3s%) (5.4.6)

Herefter kan vi foretage en egentlig diskretisering af variationsprincippet, og vi omskriver
hver del for sig.

/ Ao’ie€), pndV = SVIKAV (5.4.7)
konstruktion

Omskrivningen fglger direkte fremgangsmaden i det linexre tilfelde bortset fra, at vi
bestemmer tilveekster i flytninger fremfor totale flytninger, jvf. (2.3.7) med tilhgrende
udledelser.

elementer

/k ) P T | r > /l N'w 6w dV (5.4.8)
onstruktion i=1 element

hvor N betegner normalkraften i element i.

I (5.4.8) far vi kun bidrag fra normalkraften, da der kun er ikke-lineszere tgjningsmal i
aksialretningen.

I (5.4.9) omskrives bidraget fra det enkelte element, og da normalkraften er konstant i det
enkelte element fas.

/ N'w 0w dV = N* / (Gov)'GvdV (5.4.9)
element

Vi har a.h.t. senere transponeret udtrykket for dw ,, og ved udregning omskrives (5.4.9) til
(5.4.10).
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/ N'w 6w dV = v N’ / G'GdVv = 6v'kgv (5.4.10)

element

Vi har indfort kg, som betegnes den "geometriske matrix" (eller egentlig den geometriske
stivhedsmatrix), se (5.4.11).

kg =N GT'Gav (5.4.11)

element

Som det fremgar af (5.4.11) indgar N linezert i kg, og udregningen kan foretages for et
bestemt lastniveau og herefter skaleres til et andet.

Ved udregning kan kg bestemmes, og man far (5.4.12).

0 0 0 0 0 0
0 8 o0 -

ke =N 8 g %l 8 _Oﬁ —8—05 (5.4.12)
I T L
o & -0 % 3

I (5.4.12) udtrykker [ den fysiske leengde af bjeelkeelementet.

Svarende til opbygningen af den globale stivhedsmatrix kan vi opbygge en global geometrisk
stivhedsmatrix, K¢, som vist i (5.4.13), jvf igvrigt (2.5.5).

nelem

KG = Z AZ'T Z'Gclrejet‘Ai (5413)
i=1

Drejningen af den geometriske stivhedsmatrix foregar svarende til drejningen af den lokale
stivhedsmatrix, se afsnit 2.4, og A udtrykker den topologiske sammenhzng jvf. afsnit 2.5.

Herefter kan variationsprincippet skrives som (5.4.14).

SVI(K 4+ MKg)V =0 (5.4.14)

hvor vi bestemmer K for et bestemt lastniveau, og den aktuelle last svarer til A gange
lastniveauet.

Da (5.4.14) skal geelde for en vilkarlig valg af virtuelle flytninger, 0V, fas (5.4.15).

(K 4+ AKg)V =0 (5.4.15)
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Formel (5.4.15) svarer til et linezert egenvaerdiproblem, men man kan ogséa formulere prob-

lemet, som bestemmelse af nulpunkter for determinanten af den samlede stivhedsmatrix,
se (5.4.16).

det(K + \K¢g) = 0 (5.4.16)

Den geometriske stivhedsmatrix, K¢, udtrykker den stivhedsaendring, der skyldes nor-
malkraften. Dette svarer til deformationsmetoden (handregning), idet man her bestemmer
korrektionerne til Z; koefficienterne athaengigt af normalkraftens storrelse. Stabilitetslasten
defineres som det lastniveau, A, hvor determinanten af Z er 0, og ved dette lastniveau er
der en uendelighed af lgsninger.

Stabilitetssvigtets form kan bestemmes som egenvektoren for den tilhgrende egenveerdi,
mens selve storrelsen er ubestemt. I kommercielle programmer skaleres buleformen pa en
passende form, men det er stadigt kun formen, der er afggrende.

Man kan fysisk tolke stabilitetsligningerne i (5.4.14), idet AOVTKgV er det ydre arbejde
ved en virtuel flytning V og SVTKV det tilsvarende indre arbejde. Stabilitetslasten de-
fineres da, som det lastniveau for hvilket det ydre arbejde er lig det indre arbejde. Tolknin-
gen er mulig for rammer, men er ikke generelt anvendelig, og fgrer til forkerte lgsninger
ved f.eks. foldning af plader pavirket af koncentrerede belastninger.

5.5 Losning af systemet

Matrixligningen (5.4.15) har ligesid mange egenvaerdier som overtallige, og det vil beregn-
ingsteknisk veere meget dyrt at finde dem alle. For en konstruktionsanalyse er det imidlertid
kun de laveste, der har interesse, og typisk vil man kun finde en meget lille brgkdel af det
samlede antal egenvaerdier. Der findes ingen sluttede lgsningsformler, og man er henvist til
at lgse problemet iterativt.

I Numerisk Analyse behandles forskellige metoder, og vi vil her blot referere den enkleste,
der bygger pa sakaldt invers vektoriteration. Udgangspunktet er, at man gaetter pa en
egenvektor V;, og beregner et nyt geet, V, 1, udfra formlen (5.5.1). Formlen svarer til at
lpse et antal statiske lasttilfeelde, og man kan udnytte faktoriseringen af K fra beregningen
af normalkraftfordelingen.

KV, = KgV; (5.5.1)

Man kan vise, at V1 vil konvergere mod egenvektoren svarende til den laveste egenveerdi.
Egenveerdien kan enten findes af formel (5.5.2) eller - hvad der er mere normalt - udfra
Rayleigh’s brgk, men dette falder uden for denne sammenhang.

(5.5.2)
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Ved bestemmelse af forholdet mellem de normerede laengder af egenvektorerne skal der
tages hensyn til retningen, men dette vil formelmaessigt blive ret komplekst, og er derfor
udeladt her.

Fremgangsmaden betyder, at kun den laveste egenveerdi bestemmes, og hvis man gnsker
flere, kan man f.eks. anvende simultan vektoriteration. Ved sammenfaldende egenvaerdier
kan der opsta beregningstekniske problemer, og den angivne metode vil ikke altid kunne
bestemme en egenvektor, men derimod godt en egenveerdi.

Idet folgende er der gennemregnet 2 simple eksempler svarende til en Euler sgjle, og her
lgses egenveerdiproblemet direkte ved analytisk at beregne determinanten. Denne frem-
gangsmade er kun mulig ved et meget beskedent antal frihedsgrader, og som generel
numerisk metode er den helt uanvendelig, idet determinant beregning er meget omkost-
ningskraevende.

Vi betragter en simpelt understgttet sgjle, og modellerer den med henholdsvis 1 og 2
elementer. Resultaterne kan bruges til at vurdere en given elementinddeling.

Med 1 element er randbetingelserne, at flytningen i de 2 endepunkter er 0. Stivhedsmatricen
far herved kun 2 overtallige, idet vi ogsa med det samme ser bort fra aksialflytningen, der
ikke har betydning for stabilitetslasten.

I (5.5.3) og (5.5.4) er opskrevet henholdsvis stivhedsmatricen og den geometriske matrix.

EI|l 4 2
EI A —
ng-ajyz[ji .50} (5.5.4)
30 15

K¢ er bestemt for lastniveauet —é—QI for at fa en paenere normering af egenveerdien, . Det

teoretisk korrekte resultat er \ = 2.

Vi benytter determinantudregningen som vist i (5.5.5).

det(K + Kg) =0 (5.5.5)

Ved udregning fas en 2. grads ligning til bestemmelse af A, se (5.5.6).

2 2 2

(4_ﬁn«—@+%¢):o (5.5.6)

Ved lgsning findes, se (5.5.7).

- :
) — { 12 eksakt 7% = 9.87 afvigelse 21.6 % (5.5.7)

60 eksakt 472 = 39.48 afvigelse 52.0 %
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Afvigelsen fra det teoretiske resultat er betydelig, og man bgr derfor ikke anvende et enkelt
element til modellering af en Euler sgjle. Emnet vil blive droftet mere detaljeret i naeste
afsnit.

Med 2 elementer udnytter vi symmetrien, saledes at der stadigt kun regnes pa et element.
Symmetribetragtningen betyder, at vi ikke bestemmer 2. buleform korrekt, og resultatet
bliver en bestemmelse af 3. buleform. Dette er ikke afggrende her, men generelt skal man
veere varsom med symmetribetragtninger i stabilitetsberegninger.

Randbetingelserne svarer til, at flytningen i det 1. endepunkt er 0, medens drejningen i det
2. endepunkt er 0. Stivhedsmatricen far herved stadigt kun 2 overtallige, idet vi som fgr
ser bort fra aksialflytningen, der ikke har betydning for stabilitetslasten.

I (5.5.8) og (5.5.9) er opskrevet henholdsvis stivhedsmatricen og den geometriske matrix.

EI 4 —6-L
K=" 0.5 9.9.8
0.5 { —655 12(0.;)2 } (5:58)
EI 2 11
KG = —/\—205l |: 115 1 6 1010'5l :| (559)
[ T 10050 5 (0.50)2

K er bestemt for lastniveauet —% for at fa en paenere normering af egenvaerdien, A.
Endvidere er den samlede laeengde af sgjlen [, hvorved det teoretisk korrekte resultat stadig

er A = 2.

Vi benytter igen determinantudregningen, og efter lidt regning fas lgsningen som vist i
(5.5.10).

- .
\ { 9.94 eksakt 72 = 9.87 afvigelse 0.75 % (5.5.10)

128.72 eksakt 972 = 88.83  afvigelse 44.9 %

5.6 Elementinddeling

Ved elementopdeling af en konstruktion skal man vurdere stabilitetssvigtets form og inddele
i overensstemmelse med dette. Efter stabilitetsberegningen er gennemfort, skal man sam-
menholde buleformen med elementinddelingen, og det kan medfgre, at man er tvunget til
at underdele visse elementer og udfgre en ekstra gennemregning. Programmerne udskriver
ingen advarsler om dette, og det er derfor alene op til brugeren at sikre en tilstrackkelig
god elementinddeling.

Stabilitetssvigt af en konstruktion kan ske enten som en global svigtform, hvor et stort
antal elementer deformeres, eller ved et lokalt svigt, hvor kun fa elementer deformeres.
Elementinddelingen har ikke szrlig stor betydning for de globale svigt, idet det enkelte
elements lokale opforsel er af mindre betydning. For lokale svigt er det derimod afggrende
at fa inddelt fint, og resultaterne fra forrige afsnit kan bruges som rettesnore.
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En faldgrube ved vurdering af elementinddelinger er, at selvom stabilitetssvigtet tilsynela-
dende er globalt, kan det skyldes, at en grov elementinddeling har overset en lokal svigtform.

Enkelte programsystemer anvender de eksakte formfunktioner, hvorved elementinddelingen
ikke har betydning for ngjagtighed. Denne fremgangsmade kan dog ikke viderefores til
en egentlig ikke-lineaer beregning, og derfor baserer langt den overvejende del af faerdige
systemer sig pa de tilnaermede formfunktioner.

5.7 Anvendelse af feerdigt programmel

Som eksempel er valgt en rammekonstruktion vist i Figur 5.6. For den sakaldte Roorda’s
ramme er stabilitetslasten beregnet udfra de korrekte udbgjningsformer, og resultatet kan
bruges til at sammenligne den numeriske lgsning.

l 3

[T @ PR

/ 2 : Punktnummer 2

(1) Linienummer 1

Fig. 5.6: Eksempel

Belastningen bestar af en lodret nedadrettet kraft, som giver tryk i det lodrette ben. I nogle
tilfelde kan belastningen besta af en fast og variabel del, hvilket svarer til at en del af Kg
ikke athsenger af A\. Cosmos kan som de fleste systemer ikke handtere dette direkte, og
man ma derfor benytte en iterativ proces. Princippet er at skgnne en veerdi af A, udregne
belastningen og gennemfgre stabilitetsberegningen. Hvis resultatet af beregningen giver
en egenveerdi pa 1 er skgnnet korrekt. I modsat fald korrigeres den skgnnede vaerdi, og
beregningen gentages.

Inddata er vist nedenfor, og vi vil kun kommentere enkelte dele. En naermere beskrivelse kan

enten findes i Cosmos-manualerne, eller i .. Damkilde "Cosmos - rammekonstruktioner",
BKM, 1999.

C*

cx Stabilitetseksempel - Elementmetoden for bjzlkekonstruktioner
C*

c* Geometrien, 1 = 4.0
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-

.0, 0
.0, 4.
.0, 4
crline, 1, 1
crline, 2, 2,
c*

c* Elementgruppe, materiale og tvarsnit (IPE200)
c*

egroup, 1, beam2d

mprop, 1, ex, 2.1lell

rconst, 1, 1, 1, 3, 2.85e-3, 19.4e-6, 0.1;

c*

cx Elementinddelingen

c*

m_cr, 1, 1, 1, 2, 4;

m_cr, 2, 2, 1, 2, 4;

nmerge;
c*

c* Understgtninger

c*

dpt, 1, au, 0.0, 3, 2;

c*

cx Belastning

c*

fpt, 2, fy, -10e3;

c*

c* Analyse

c*

a_buckling, 3, s, 100,,,,1e-5
r_buckling

Da begge bjalker skal underinddeles, er der anvendt en geometrisk beskrivelse af konstruk-
tionen, der effektiviserer underinddelingen.

Konstruktionens geometri beskrives v.h.a. 3 punkter (pt), som svarer til de 2 understot-
ninger og skaeringspunktet mellem de 2 bjelker. Bjaelkerne beskrives v.h.a. linier (crline),
som gar fra punkt til punkt. Princippet er som med knuder og elementer.

Linierne underinddeles v.h.a. m__cr (mesh create), og i dette tilfeelde er der valgt 4 un-
derinddelinger. Kommandoen nmerge (node merge/knude sammensmeltning) fjerner den
ekstra knude, der genereres i hjgrnepunktet, og skaffer dermed sammenhangen i konstruk-
tionen. Belastning og understgtning angives med reference til punkterne, og systemet finder
selv den tilsvarende knude. Cosmos opretter selv de ngdvendige knuder og elementer, og
nummererer disse fortlgbende. Cosmos optimerer selv ligningslgsningen, sa bandbredden
har ingen betydning. Brugeren har normalt ikke behov for at kende den interne num-
merering, men den kan optegnes, og punkter/elementer kan identificeres grafisk. Denne
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geometriske beskrivelse letter brugeren for det besverlige arbejde med underinddelinger,
og er helt essentielt ved modellering af plade/skive/skal konstruktioner.

Selve analysen foretages med ordren r buckling, og med a_buckling er der defineret
antallet af spgte egenvaerdier (3), metoden sub-space og ngjagtigheden le-5.

B_Mode=1 35 sy

Fig. 5.7: Svigtform

Buleformen /svigtformen er vist i Figur 5.7, og egenveerdien blev bestemt med en ng-
jagtighed pa under 0.1 %.
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Kapitel 6

Referencer

Nedenfor er angivet en rackke referencer, der kan bruges som indgang til elementmetoden
indenfor forskellige omrader. Referencerne er opdelt i 3 grupper, men en del af referencerne
dakker mere end et omrade.

Bjelke- og rammesystemer:

Thelanderson, Sven
Konstruktionsberdkninger med dator
Studentlitteratur, 1984

Skive-, plade- og skalberegninger:

Nielsen, L.O.
Elementmetoden til Berende Konstruktioner I
Afdelingen for Baerende Konstruktioner, F 103, 1985

Samuelsson, Alf / Wiberg, Niels Erik
Finita elementmetodens grunder
Studentlitteratur, 1988

Irons, Bruce and Ahmad, Sohrab
Techniques of finite elements
Ellis Horwood Limited, 1980

Bathe, Klaus-Jiirgen
Finite Element Procedures in Engineering Analysis
Prentice-Hall, 1982
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Elementmetoden til ikke-strukturelle problemer som varmeledning, fluid mekanik, geoteknik
m.m. Fglgende referencer kunne ogsa vere rubriceret under ovenstaende gruppe, men er
medtaget her a.h.t. elementmetodens andre anvendelsesomrader.

Zienkiewicz, O. C.
The finite Element Method
McGraw-Hill, 1977

Smith, .M. and Griffiths, D.V.
Programming the finite element method

John Wiley & Sons, 1982

Ottosen, Niels Saabye and Petersson, Hans
Introduction to the finite element method
Prentice Hall, 1992

66



